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Przedmowa do II wydania

Statystyka nie naleøy do ulubionych przedmiotÛw, zarÛwno w czasie studiÛw, jak
i†w†szkoleniu podyplomowym lekarzy i innych absolwentÛw studiÛw medycznych, biologicz-
nych czy humanistycznych. Dotyczy to takøe tych osÛb, ktÛrzy uczestniczπ w ocenie i analizie
wynikÛw w≥asnych badaÒ klinicznych, badaÒ skutecznoúci lekÛw, badaÒ oceniajπcych stan
zdrowia populacji czy efekty dzia≥aÒ interwencyjnych zwiπzanych z profilaktykπ rozmaitych
chorÛb czy promocjπ zdrowia. Wielu uwaøa, øe statystyka jest nudna, zbyt skomplikowana
i†niezrozumia≥a, nie tylko dla Ñzwyczajnychî lekarzy, ktÛrzy sporadycznie prezentujπ swoje
dokonania na sympozjach, zjazdach i kongresach, ale takøe dla pracownikÛw naukowych.

W efekcie powstajπ liczne publikacje, sprowadzajπce siÍ do opisu przypadkÛw z†w≥a-
snego oddzia≥u czy kliniki, w ktÛrych prezentacja danych zawiera proste tabele przedsta-
wiajπce liczby bezwzglÍdne lub w najlepszym przypadku wartoúci úrednie i†odsetki, testo-
wane (o ile w ogÛle) testem t-Studenta lub testem chi-kwadrat. Do rzadkoúci naleøy
pog≥Íbiona dyskusja nad sposobem doboru prÛby, jej wielkoúci i schematu badania, czy
stosowanie metod wielowymiarowych. Zdaniem úwietnego epidemiologa, dr med. Katarzy-
ny Szamotulskiej z†Instytutu Matki i Dziecka w Warszawie, konsultacje autora pracy ze
statystykiem przebiegajπ najczÍúciej wed≥ug nastÍpujπcego schematu: badacz, niemajπcy
øadnej wiedzy w†dziedzinie biostatystyki, przynosi ze sobπ pendriveía czy dyskietkÍ z†dany-
mi lub kilkanaúcie arkuszy papieru, rzuca je na stÛ≥ i prosi statystyka, niemajπcego øadnej
wiedzy ani doúwiadczenia w zakresie dziedziny reprezentowanej przez badacza, aby Ñcoú
z†tym zrobi≥î. Efektem takiej wspÛ≥pracy moøe byÊ tylko najprostsza, pozbawiona finezji
i†polotu analiza. Zdarza siÍ takøe, øe badacz decyduje siÍ sam podjπÊ wyzwanie: kupuje
oprogramowanie statystyczne, udaje siÍ na krÛtki kurs statystyczny i wobec ≥atwoúci
pos≥ugiwania siÍ tym oprogramowaniem, stosuje nieadekwatne narzÍdzia statystyczne.

W jednym i drugim przypadku efekt koÒcowy jest podobny: powstajπ prace niedosko-
na≥e pod wzglÍdem metodologicznym, ktÛre spotykajπ siÍ z uzasadnionπ, krytycznπ ocenπ
recenzentÛw, a czÍsto sπ w ogÛle odrzucane, jako niespe≥niajπce oczekiwaÒ redakcji krajo-
wych i zagranicznych periodykÛw. W dobie Ñmedycyny opartej na dowodachî i†duøej, stale
rosnπcej konkurencji w dziedzinie badaÒ naukowych, prace doktorskie, habilitacyjne czy
projekty badaÒ zg≥aszane do rozmaitych krajowych i zagranicznych instytucji finansujπ-
cych muszπ odpowiadaÊ wysokim standardom metodologicznym. Nie ulega bowiem wπtpli-
woúci, øe o ocenie publikacji naukowej decyduje nie tylko oryginalnoúÊ, nowatorstwo
i†wartoúÊ merytoryczna, ale takøe zastosowanie w≥aúciwego schematu badania, poprawnoúÊ
analizy statystycznej i umiejÍtnoúÊ interpretacji wynikÛw.

Podobnie, lekarz lub inny pracownik naukowy, zainteresowany krytycznπ ocenπ da-
nych z†piúmiennictwa pod wzglÍdem ich naukowej wiarygodnoúci i przydatnoúci w†podej-
mowaniu konkretnych decyzji w praktyce klinicznej, powinien dysponowaÊ niezbÍdnπ
wiedzπ z†dziedziny nowoczesnej biostatystyki.

Niestety, na krajowym rynku wydawniczym odczuwa siÍ nadal niedostatek nowocze-
snych podrÍcznikÛw ñ zarÛwno z dziedziny biostatystyki, jak i epidemiologii. Dlatego
uwaøam, øe drugie wydanie ÑBiostatystykiî w opracowaniu prof. Cezarego Wata≥y, zawiera-
jπce obszerny zbiÛr metod statystycznych przydatnych w pracy badawczej w naukach
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biomedycznych, znakomicie wype≥nia tÍ lukÍ. Autor, co zapewne zaskoczy niektÛrych
CzytelnikÛw, nie jest zawodowym statystykiem czy epidemiologiem, lecz wybitnym specja-
listπ w†dziedzinie biologii medycznej, biologii molekularnej i patofizjologii, a zw≥aszcza
w†zakresie badaÒ dotyczπcych czynnoúci p≥ytek krwi i uk≥adu hemostazy.

Prof. dr hab. Cezary Wata≥a, kierownik Zak≥adu ZaburzeÒ KrzepniÍcia Krwi Uniwersy-
tetu Medycznego w £odzi, w przesz≥oúci wspÛ≥pracownik McMaster University w†Hamilton
(Kanada) i Ohio State University w Columbus (USA), jest autorem ponad 230 publikacji
naukowych, w tym ponad 120 prac oryginalnych i przeglπdowych opublikowanych w†re-
cenzowanych czasopismach zagranicznych o wysokim prestiøu, m.in. Thrombosis and Ha-
emostasis, Thrombosis Research, Journal of Molecular Medicine, Journal of Laboratory and Clinical
Medicine, European Journal of Biochemistry, European Journal of Haematology, Biochimie, Current
Pharmaceutical Design, Biochemical Pharmacology, Diabetes i wielu innych. Prof. Wata≥a jest
kierownikiem, g≥Ûwnym wykonawcπ lub wspÛ≥wykonawcπ ponad 20 projektÛw badaw-
czych finansowanych z funduszy unijnych, natowskich lub dotowanych przez Komitet
BadaÒ Naukowych (MNiSW). By≥ wielokrotnie recenzentem prac habilitacyjnych, doktor-
skich oraz publikacji nades≥anych do krajowych i zagranicznych periodykÛw. Jest zatem
w†dziedzinie biostatystyki doúwiadczonym i pe≥nym twÛrczej inwencji praktykiem, czerpiπ-
cym wiedzÍ z najlepszych ürÛde≥. SπdzÍ, øe z tych powodÛw, jak rÛwnieø ze wzglÍdu na
wysokie kompetencje Autora w†dziedzinie nowoczesnej metodologii badaÒ naukowych
i†dydaktyki medycznej, niniejszy przewodnik biostatystyki, wzbogacony umiejÍtnie wybra-
nymi przyk≥adami i†zadaniami, powinien znaleüÊ siÍ w bibliotece kaødego pracownika
naukowego prowadzπcego badania w†dziedzinie medycyny, biologii lub innych dziedzin
zwiπzanych z analizπ stanu zdrowia, podejmowaniem decyzji klinicznych oraz krytycznπ
analizπ danych piúmiennictwa.

Pierwsze wydanie ÑBiostatystykiî spotka≥o siÍ z duøym zainteresowaniem i uznaniem,
zaú nak≥ad zosta≥ bardzo szybko wyczerpany. Dobrze zatem, øe do dyspozycji wszystkich
zainteresowanych trafia drugie ñ uzupe≥nione i poprawione ñ wydanie.

Odbiorcπ tego podrÍcznika moøe byÊ zarÛwno m≥ody pracownik naukowy przygotowu-
jπcy pracÍ doktorskπ, doúwiadczony i bieg≥y klinicysta (niezaleønie od stopnia naukowego),
jak rÛwnieø student uczelni medycznej stawiajπcy pierwsze kroki w dziedzinie samodziel-
nych badaÒ naukowych.

Jestem przekonany, øe korzyúci z tego opracowania mogπ odnieúÊ nie tylko ci, ktÛrzy
myúlπ o†projektach badawczych finansowanych ze úrodkÛw grantowych Ministerstwa Na-
uki, Unii Europejskiej lub Fundacji Wellcome, publikacjach w Nature, Science, New England
Journal of Medicine lub dobrych, recenzowanych krajowych periodykach naukowych, ale
takøe ci, ktÛrzy chcπ poznaÊ nowoczesne metody analizy statystycznej i lepiej zrozumieÊ
skomplikowany úwiat metaanaliz, asocjacji, zwiπzkÛw przyczynowo-skutkowych, testÛw
nieparametrycznych czy metod stosowanych w badaniach populacyjnych.

prof. dr hab. med. Wojciech Drygas
Kierownik Katedry Medycyny Spo≥ecznej i Zapobiegawczej

Wydzia≥u Nauk o Zdrowiu Uniwersytetu Medycznego w £odzi
                                                     Dyrektor Programu CINDI WHO w Polsce£Ûdü, grudzieÒ 2011 r.
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Zamiast wstÍpu...

Niew≥aúciwie dobrane lub zastosowane metody analizy statystycznej wynikÛw badania
naukowego mogπ prowadziÊ do budowania nieprawdziwych wnioskÛw p≥ynπcych z†takiej
analizy. Z≥y dobÛr metod statystycznych moøe dotyczyÊ postÍpowania analitycznego†a priori
lub a posteriori. W pierwszym przypadku, brak w≥aúciwego zaplanowania eksperymentu
naukowego moøe doprowadziÊ do trudnoúci lub nawet niemoønoúci poprawnego opraco-
wania wynikÛw badania. W drugim, kiedy uzyskane wyniki analizujemy przy zastosowa-
niu niew≥aúciwie dobranych metod statystycznych, wnioski naszych badaÒ mogπ byÊ
wypaczeniem lub przek≥amaniem rzeczywistoúci (np. stwierdzajπc zaleønoúci nieistniejπce
w rzeczywistoúci).

Niniejsze opracowanie skierowane jest do kaødego, kto zajmuje siÍ pracπ naukowπ
i†w†zwiπzku z tym ma do czynienia ze statystycznπ analizπ wynikÛw badaÒ. Zosta≥o ono
pomyúlane jako wstÍpne ukierunkowanie i zainteresowanie badacza okreúlonymi procedu-
rami analizy statystycznej, ktÛre sπ powszechnie stosowane przy opracowaniach danych
w†naukach przyrodniczych, biomedycznych czy farmaceutycznych.

Ksiπøka sk≥ada siÍ zasadniczo z dwÛch czÍúci, obejmujπcych wprowadzenie teoretycz-
ne oraz przyk≥ady i zadania. Bardziej zaawansowani Czytelnicy mogπ pominπÊ teoretyczne
wprowadzenie (lub teø traktowaÊ tπ czÍúÊ jedynie pomocniczo) i skupiÊ uwagÍ wy≥πcznie na
przyk≥adach i zadaniach analizujπcych wyniki wybranych prac doúwiadczalnych.

Ksiπøka ta nie pretenduje do rangi podrÍcznika statystyki ñ jest jedynie zbiorem
uøytecznych wskazÛwek, uwag i sugestii na temat tego, jakimi przes≥ankami powinniúmy
siÍ kierowaÊ przy wyborze w≥aúciwych metod analizy statystycznej, czego unikaÊ, jak
przeprowadziÊ analizÍ danych w taki sposÛb, aby iloúÊ uzyskanej informacji by≥a jak
najwiÍksza, oraz jakie niepoprawne wybory mogπ nas prowadziÊ do przek≥amania naszych
wnioskÛw p≥ynπcych z opracowania danych doúwiadczalnych. Czytelnik nie znajdzie tu
zatem obszernych matematycznych wywodÛw poúwiÍconych poszczegÛlnym procedurom,
ani teø nie powinien oczekiwaÊ, øe opracowanie to jest pe≥nym kompendium wszystkich
znanych metod analizy statystycznej.  DobÛr omawianych metod oraz przyk≥adÛw ich
wykorzystania w praktyce badawczej jest subiektywnym wyborem autora.

Z powyøszych wzglÍdÛw niezbÍdnym uzupe≥nieniem do tego opracowania powinny
staÊ siÍ znakomite obszerne podrÍczniki nowoczesnej statystyki, wymienione w wykazie
piúmiennictwa. Obligatoryjnym uzupe≥nieniem sπ oczywiúcie tablice statystyczne, ktÛre sπ
niezbÍdne przy rozwiπzywaniu podanych przyk≥adÛw i zadaÒ analizy statystycznej.

Dla CzytelnikÛw zainteresowanych metodologiπ badaÒ naukowych uøytecznym uzu-
pe≥nieniem ÑBiostatystykiî moøe byÊ pozycja: Wata≥a C., RÛøalski M., Boncler M., Kaümier-
czak P. ÑBadania i publikacje w naukach biomedycznychî tom 1 i 2, α-medica press, 2011.

DziÍkujÍ wszystkim, ktÛrych sugestie i opinie, jak rÛwnieø rozmowy z nimi, sk≥oni≥y
mnie do przygotowania tej ksiπøki.

prof. dr hab. Cezary Wata≥a
Zak≥ad ZaburzeÒ KrzepniÍcia Krwi

£Ûdü,  grudzieÒ 2011 r. Uniwersytet Medyczny w £odzi
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Wykaz stosowanych skrÛtÛw

χ2 wartoúÊ statystyki chi2

CI przedzia≥ ufnoúci

d.f. , df liczba stopni swobody

F statystyka testu F (Snedecora)

foczek(iwana) liczebnoúÊ oczekiwana

fobs(erwowana) liczebnoúÊ obserwowana

fi liczba obserwacji w kategorii i

k liczba klas/kategorii

µ úrednia populacji

MS b≥πd úredniokwadratowy

N liczebnoúÊ populacji (ogÛlnej, generalnej)

Ni, ni liczebnoúÊ prÛby

n.s. nieistotny (statystycznie)

pi proporcja obserwacji znalezionych w kategorii i (= fi/n)

p, q proporcje w prÛbie

R suma rang

rS korelacja Spearmana

SD, s odchylenie standardowe prÛby

SE b≥πd standardowy

σ odchylenie standardowe populacji

SS suma kwadratÛw

t statystyka testu t Studenta

x wartoúÊ zmiennej

Xi, xi i-ta wartoúÊ zmiennej w prÛbie

x,  X úrednia prÛby

z statystyka testu normalnego
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Biostatystyka ñ wykorzystanie metod statystycznych...

ÑO wielkoúci i piÍknie nauki stanowi po czÍúci to, øe poprzez w≥asne krytyczne badanie dowia-
dujemy siÍ, iø úwiat jest ca≥kowicie odmienny od tego, co sobie kiedykolwiek wyobraøaliúmy

ñ pÛki wyobraüni naszej nie poruszy≥o odrzucenie wczeúniej przyjÍtych teorii.î

Karl Raimund Popper
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CzÍúÊ I

Podstawy teoretyczne metod statystycznych
stosowanych w naukach biomedycznych
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Biostatystyka ñ wykorzystanie metod statystycznych...
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Rozdzia≥ 1

Podstawowe zasady planowania
eksperymentu naukowego

ÑMusimy siÍ uczyÊ z naszych eksperymentalnych b≥ÍdÛw, ktÛre prowadzπ do wynikÛw niespe≥niajπ-
cych oczekiwaÒ...î

Karl Raimund Popper

Schemat postÍpowania w planowaniu doúwiadczenia nie jest dowolny. PrzystÍpujπc do
wykonania eksperymentu naukowego w myúl sprawdzenia pomys≥u, koncepcji czy hipote-
zy musimy wiedzieÊ, jak brzmi ta hipoteza i czego mamy broniÊ lub co obalaÊ. Przypadkowe
i†szeroko zakrojone zbieranie wynikÛw, a nastÍpnie porzπdkowanie ich w†rÛønych konfigura-
cjach w celu sprawdzenia asocjacji czy rÛønic miÍdzy nimi, jest nieporozumieniem i przeczy
racjonalnemu podejúciu w pracy naukowej. Wyniki doúwiadczeÒ naukowych zbieramy
zawsze i opracowujemy z myúlπ o udowodnieniu postawionej wczeúniej hipotezy, a nie
odwrotnie. PrÛby Ñwykrojeniaî koncepcji badawczej na podstawie zebranych wczeúniej
(najczÍúciej w sposÛb chaotyczny, gdyø bez wczeúniejszego zamys≥u celowego dzia≥ania)
danych pomiarowych jest dzia≥aniem po omacku i moøe sprawiaÊ wraøenie manipulacji
naukowej. W takim rozumieniu idei pracy naukowej przez doúwiadczonych badaczy, wdru-
kowanie sobie nawyku w≥aúciwego planowania pracy doúwiadczalnej jest podstawπ uczci-
wej i wiarygodnej dzia≥alnoúci naukowej. Oczywiúcie koniecznoúÊ budowania schematu czy
planu naukowego nie wyklucza sytuacji, gdy przypadkowo zgromadzimy dane doúwiad-
czalne pozwalajπce na udowodnienie jakiejú koncepcji, z ktÛrej wczeúniej nie zdawaliúmy
sobie sprawy. Przyk≥adem takiej sytuacji mogπ byÊ doniesienia kazuistyczne, ktÛrych koncep-
cje powstajπ w oparciu o zbierane na gorπco obserwacje. Algorytm w≥aúciwego zaplanowania
eksperymentu zosta≥ zamieszczony na nastÍpnej stronie.
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Biostatystyka ñ wykorzystanie metod statystycznych...

Okreúl problem badawczy

Co nas interesuje i czego jeszcze nie wiadomo? Co chcielibyúmy udowodniÊ? Niemoøli-
we jest uzyskanie nowej wiedzy na podstawie badaÒ bez sprecyzowania tego, co chcemy
zbadaÊ ñ problem badawczy precyzujemy nie na podstawie tego co moøemy zmierzyÊ
majπc do dyspozycji okreúlony warsztat aparaturowy oraz zaplecze finansowe, lecz na
podstawie tego co nas intryguje. A zatem musi nas w ogÛle cokolwiek intrygowaÊ, abyúmy
z†przekonaniem oddali siÍ dzia≥alnoúci naukowej ñ musimy mieÊ coú, co nazywa siÍ pasjπ
badawczπ. To niezwykle istotne, gdyø to w≥aúnie ta pasja pcha nas w kierunku stawiania
sobie kolejnych przyczynkowych zapytaÒ w oparciu o gromadzone fakty ñ ona jest ürÛd≥em
poczucia sensu tego co robimy ñ ona sprawia, øe nie traktujemy nauki instytucjonalnie.
Wiedza o problemie/przedmiocie badaÒ oraz doúwiadczenie badawcze jest jedynie dope≥-
nieniem ñ najczÍúciej przychodzπ one z czasem ñ aczkolwiek to one decydujπ o†udanym
przedsiÍwziÍciu naukowym ñ przychodzπ tym szybciej im bardziej nasza pasja steruje
naszym rozwojem naukowym. Moøna obrazowo powiedzieÊ, øe ca≥a otoczka instytucjonal-
na uprawiania nauki, u≥atwiajπca realizowanie zadaÒ badawczych, jest jedynie dodatkiem
do Ñrdzeniaî, ktÛrym jest kompetencja prowadzenia badaÒ naukowych. Jak uczy doúwiad-
czenie, kompetencja taka przychodzi z czasem sama jako nastÍpstwo sukcesu naukowego.
Wiadomo, øe zaleønoúÊ ta jest jednokierunkowπ iteracjπ: kompetencja jest motorem polep-
szania warunkÛw realizacji badaÒ, ale nawet stworzenie najbardziej dogodnych warunkÛw
ekonomicznych nie jest samo w sobie w stanie doprowadziÊ do wykreowania doúwiadczo-
nego pracownika naukowego.

Okreúl problem badawczy

Sprecyzuj jak brzmi hipoteza badawcza

Wybierz w≥aúciwy test statystyczny

Zbierz dane

W≥aúciwy wybÛr/ dobÛr prÛby badanej

Zastosuj w≥aúciwy test statystyczny

Zdecyduj o wyniku doúwiadczenia
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Sprecyzuj, jak brzmi hipoteza badawcza

Co chcemy sprawdziÊ i udowodniÊ lub na jakie pytanie (pytania) odpowiedzieÊ?
Problemy ogÛlnej weryfikacji za≥oøeÒ hipotezy roboczej przedstawiono obszerniej

w†czÍúci ÑBudowanie i weryfikacja hipotez badawczychî (str. 56).

Wybierz w≥aúciwy test statystyczny

Czy model badawczy przystaje do modelu opracowania statystycznego wynikÛw?
Pytanie takie powinniúmy sobie postawiÊ przystÍpujπc do kaødego badania naukowego.
Czy naprawdÍ jest konieczne zastanawianie siÍ w jaki sposÛb bÍdziemy analizowaÊ dane
jeszcze przed ich zebraniem? Zdecydowanie tak, poniewaø decyzja o tym, czy bÍdziemy mieli
do czynienia ze zmiennymi ciπg≥ymi czy dyskretnymi, zaleønymi czy niezaleønymi, itd.
decyduje o tym jaki test moøna wykorzystaÊ do analizy statystycznej.

Ocenia siÍ, øe oko≥o 60% wszystkich prac oryginalnych publikowanych w zakresie
nauk biomedycznych czy farmakologicznych zawiera b≥Ídy opracowania statystycznego
danych (De Muth, 1999). NajczÍúciej spotykane b≥Ídy w medycznej literaturze naukowej
obejmujπ:
ñ niew≥aúciwe planowanie doúwiadczenia i/lub sformu≥owanie hipotezy badawczej,
ñ stosowanie b≥Ídu standardowego zamiast odchylenia standardowego lub odwrotnie jako

miary rozproszenia,
ñ testowania hipotez statystycznych i doboru testÛw parametrycznych oraz nieparametrycz-

nych,
ñ b≥Ídy wynikajπce z niespe≥nienia warunkÛw normalnoúci rozk≥adu i/lub jednorodnoúci

wariancji,
ñ niepoprawnego oszacowania lub nieoszacowania w≥aúciwej wielkoúÊ prÛby badanej,
ñ stosowania testÛw sparowanych i niesparowanych,
ñ stosowania wielokrotnych testÛw t jako rozwiniÍcia metod analizy wariancji,
ñ stosowania testu chi2 i testu dok≥adnego Fishera.

Pomimo duøej rÛønorodnoúci metod statystycznych niekiedy zdarza siÍ, øe uk≥ad do-
úwiadczalny nie spe≥nia idealnie warunkÛw procedury statystycznej. Dotyczy to np. modeli
analizy wariancji, porÛwnaÒ wielokrotnych, porÛwnaÒ wielu grup z†powtÛrzeniami, itp.
Niekiedy niepoprawny schemat wykonania doúwiadczenia moøe wrÍcz wykluczaÊ popraw-
ne uøycie jakiegokolwiek dostÍpnego testu, a przynajmniej narzuca koniecznoúÊ budowania
indywidualnego modelu testu dostosowanego do analizy w≥asnego uk≥adu eksperymentalne-
go. Pomijajπc fakt, øe nie zawsze czujemy siÍ kompetentni do wykonania takiej modyfikacji
matematycznej, jest to niewygodne i niepraktyczne rozwiπzanie ñ to jeszcze jeden argument,
aby najpierw planowaÊ dobÛr metod statystycznych, a potem wykonywaÊ doúwiadczenie.

W≥aúciwe dobranie metody analizy statystycznej jest trudne i wymaga sporego doú-
wiadczenia i dobrej znajomoúci teoretycznych podstaw metod statystycznych stosowanych
w†badaniach naukowych. Przyjemnπ metodπ pozyskiwania takiego doúwiadczenia, chociaø
bardzo czasoch≥onnπ, moøe byÊ przeglπdanie przyk≥adÛw opracowaÒ statystycznych kon-
kretnych wynikÛw pracy naukowej w naukach medycznych. Aby przekazaÊ Czytelnikowi
niektÛre wskazÛwki i praktyczne porady, w jaki sposÛb wybrane omawiane metody
statystyczne moøemy poprawnie stosowaÊ w praktyce badawczej i jak zrobiÊ z nich
najlepszy uøytek, w drugiej czÍúci ksiπøki (ÑCzÍúÊ II ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî)

Rozdzia≥ 1. Podstawowe zasady planowania eksperymentu naukowego
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zamieszczono przyk≥ady opracowania statystycznego konkretnych danych doúwiadczal-
nych.

Algorytmy doboru odpowiedniej metody analizy statystycznej zosta≥y przedstawione
w schematyczny sposÛb w czÍúci ÑAlgorytmy wyboru w≥aúciwego testu/metody analizy staty-
stycznejî (str. 32-35).

W≥aúciwy wybÛr/dobÛr prÛby badanej

Naleøy sobie odpowiedzieÊ na pytania: Jakie cechy powinna mieÊ w≥aúciwie dobrana
grupa kontrolna? Kto ma jπ stanowiÊ, aby by≥a to reprezentatywna prÛba? Co ma decydo-
waÊ o tym, øe tπ grupÍ nazwiemy kontrolnπ ñ jakie kryteria? Czy to, øe jej przedstawiciele
nie majπ okreúlonej choroby, czy to, øe nie biorπ okreúlonego leku?

Ile pomiarÛw musimy wykonaÊ, aby udowodniÊ s≥usznoúÊ hipotezy statystycznej? Czy
jeøeli przebadamy duøπ (w naszym przekonaniu) liczbÍ osobnikÛw moøemy mieÊ pewnoúÊ,
øe wiarygodnie wypowiemy siÍ o braku lub wystÍpowaniu rÛønic istotnych statystycznie?
Na czym opieramy swojπ ocenÍ, jak duøa powinna byÊ grupa? Czy prowadzimy badania
dopÛty, dopÛki wystarczy nam úrodkÛw finansowych, czy wykonujemy úciúle okreúlonπ
liczbÍ pomiarÛw? Czy takiej estymacji dokonujemy a priori, czy a posteriori?

Do w≥aúciwej oceny poøπdanej liczebnoúci grupy s≥uøπ metody estymacji liczebnoúci
prÛby badanej. Metody te zosta≥y bliøej scharakteryzowane w Rozdziale ÑMetody estymacji
liczebnoúci prÛbyî. Stosujemy je m.in. po to, aby nie zbieraÊ niepotrzebnie duøej liczby
danych w sytuacji, gdy: 1) juø na Ñpierwszy rzut okaî dostrzegamy, øe porÛwnywane
grupy rÛøniπ siÍ miÍdzy sobπ lub gdy 2) nie wystÍpujπ rzeczywiste rÛønice i nie wykaøemy
ich niezaleønie od liczebnoúci prÛby, a zbierajπc bardzo duøπ liczbÍ powtÛrzeÒ mnoøymy
tylko niepotrzebnie koszty eksperymentu, podczas gdy moglibyúmy wykorzystaÊ te úrodki
na sprawdzenie innej koncepcji badawczej. Stosowanie estymacji w≥aúciwej liczebnoúci
prÛby powinno byÊ nawykiem kaødego rzetelnego badacza, a niewykorzystywanie tej
metody moøe byÊ uwaøane za niekompetencjÍ w prowadzeniu badaÒ naukowych.

Zbierz dane

Zasadπ przeprowadzania badaÒ klinicznych i biomedycznych jest czÍsto wykonanie
oznaczeÒ wybranych parametrÛw w grupie pacjentÛw oraz w odpowiednio dobranej
grupie kontrolnej, a takøe porÛwnanie, czy badana jednostka chorobowa wp≥ywa na zmiany
tych parametrÛw. W analizie takiej powinniúmy uwzglÍdniÊ dwa podstawowe wymagania
opracowania statystycznego i porÛwnania wynikÛw badaÒ:
ï Ochotnicy do badaÒ powinni byÊ dobrani w sposÛb losowy.

Planujπc przeprowadzenie badania naleøy odpowiedzieÊ sobie na pytania: Czy to w ogÛle
moøliwe, aby dobraÊ ochotnikÛw do grupy kontrolnej w sposÛb ca≥kowicie losowy? Jak
dobraÊ grupy rÛwnocenne pod wzglÍdem np. wieku, gdy badana jednostka chorobowa
pojawia siÍ jedynie w okreúlonych grupach wiekowych? Czy w porÛwnywalnej pod wzglÍ-
dem wieku grupie kontrolnej moøemy wtedy wykluczyÊ wystπpienie jakichkolwiek czyn-
nikÛw, ktÛre mog≥yby wp≥ywaÊ na badane przez nas parametry? Jak przeprowadziÊ rando-
mizacjÍ, jeøeli pacjenci, ktÛrzy reprezentujπ interesujπcπ nas grupÍ badanπ spotykani sπ jedynie
sporadycznie w materiale klinicznym? Jak przeprowadzaÊ w≥aúciwie testowanie wp≥ywu leku
(rola placebo)? Co to jest pojedyncza i podwÛjna úlepa prÛba?
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ï Kaødy pomiar jest niezaleøny od innych pomiarÛw, chyba øe mamy do czynienia z danymi
sparowanymi lub prÛbami z powtÛrzeniami; niezaleønoúÊ danych to podstawowe za≥oøe-
nie wiÍkszoúci testÛw statystycznych ñ jeøeli jest niespe≥nione, to ryzykujemy, øe wynik wnio-
skowania statystycznego bÍdzie obarczony b≥Ídem.

Zastosuj w≥aúciwy test statystyczny

O poprawnym wyborze testu czy metody statystycznej analizy danych decyduje wiele
czynnikÛw i czÍsto niew≥aúciwie przeprowadzone doúwiadczenie ñ tzn. wg niew≥aúciwego
schematu badania rÛønic czy zaleønoúci ñ moøe dyskwalifikowaÊ wnioski badania nauko-
wego.

Zadecyduj o wyniku doúwiadczenia

Weryfikacja poszczegÛlnych poprawnie postawionych czπstkowych hipotez statystycz-
nych pozwala opisaÊ model, poniewaø umoøliwia zweryfikowanie hipotezy opisujπcej
zachodzenie procesu, prawid≥owoúci, zaleønoúci, itp. PamiÍtajmy, øe moøliwe jest jedynie
odrzucenie hipotezy zerowej (z okreúlonym prawdopodobieÒstwem), ale nigdy udowod-
nienie jej prawdziwoúci. Dlatego hipotezy statystyczne naleøy budowaÊ w ten sposÛb, aby
iloúÊ informacji wynikajπca z ich odrzucenia by≥a jak najwiÍksza. Bardziej szczegÛ≥owe
omÛwienie tego problemu znajdzie Czytelnik w czÍúci ÑBudowanie i weryfikacja hipotez
badawczychî (str. 56).

Rodzaje badaÒ naukowych oraz planowanie i prowadzenie
badaÒ w naukach biomedycznych

WstÍpem do planowania doúwiadczenia czy badania naukowego powinno byÊ sprecy-
zowanie celu badaÒ. Co chcemy osiπgnπÊ i na jakie pytania odpowiedzieÊ? W≥aúciwe
okreúlenie problemu, jaki pragniemy rozwiπzaÊ prowadzπc okreúlone badania naukowe jest
kluczem do sukcesu w znajdowaniu odpowiedzi na postawione sobie pytania. Celem
prowadzenia badaÒ w naukach biomedycznych moøe byÊ:
1.†charakterystyka okreúlonej grupy badanej (populacji) i ustalenie interesujπcych nas cech

tej grupy,
2.†zbadanie zwiπzku miÍdzy interesujπcymi nas parametrami oraz przeprowadzone na tej

podstawie przewidywanie (predykcja) wartoúci interesujπcych nas zmiennych (parame-
trÛw) w przysz≥oúci,

3.†zbadanie skutecznoúci okreúlonej strategii dzia≥ania klinicznego, terapeutycznego, farma-
kologicznego, itp.

Badania naukowe w zakresie nauk biomedycznych moøemy ogÛlnie podzieliÊ na:
a)†badania podstawowe (basic research) ñ takie, ktÛre przeprowadza siÍ najczÍúciej w oparciu

o†model badawczy, czyli sztucznie stworzony uk≥ad Ñimitujπcyî lub symulujπcy warunki
w ustroju; ten typ badaÒ nakierowany jest z regu≥y na badanie molekularnych mechani-
zmÛw jakiegoú procesu; jego podstawowπ zaletπ jest pe≥na manipulowalnoúÊ parametra-
mi†uk≥adu, podstawowπ wadπ natomiast jest niezadowalajπca aproksymowalnoúÊ uk≥a-
du†modelowego do warunkÛw naturalnych; taka niewystarczajπca korespondencja miÍdzy

Rozdzia≥ 1. Podstawowe zasady planowania eksperymentu naukowego
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modelem a rzeczywistoúciπ prowadzi do ograniczonego zaufania do badaÒ modelowych
jako sposobu opisu dzia≥ania uk≥adÛw biologicznych; z uwagi na swojπ specyfikÍ sπ to
bardziej badania typu przyczynkarskiego, a mniej ca≥oúciowego;

b)†badania populacyjne (population studies) i kliniczne (clinical studies) ñ pomimo bardzo licz-
nych ograniczeÒ i problemÛw interpretacyjnych dotyczπ one øywych obiektÛw biologicz-
nych, stπd zaufanie do wynikÛw tych badaÒ ze strony badaczy-pragmatykÛw jest wiÍk-
sze; badania tego typu majπ charakter obserwacyjny, z minimalnπ, a przynajmniej
ograniczonπ ingerencjπ w uk≥ad badawczy; ich podstawowπ zaletπ jest úcis≥a korespon-
dencja z realnym uk≥adem biologicznym, wadπ ñ niemoønoúÊ modulowania zmian inte-
resujπcych nas obserwowanych parametrÛw; tego typu badania sπ prawdziwym wyzwa-
niem dla tych badaczy, ktÛrzy poszukujπ ogÛlnej tendencji czy trendu (typowych dla duøych
zbiorowoúci obiektÛw biologicznych, czyli populacji ogÛlnych); badania tego typu anga-
øujπ z≥oøony aparat statystyczny, ktÛrego poprawne zastosowanie i wszechstronne pos≥u-
øenie siÍ nim jest nie mniej waøne od samego gromadzenia wynikÛw obserwacji i†czÍsto
wyrokuje o wartoúciach poznawczych ca≥ego badania.

Kryterium wydzielania rÛønych rodzajÛw badaÒ populacyjnych jest poziom wybiera-
nia (selekcji) badanych obiektÛw. W celu przeprowadzenia badania typu populacyjnego
z†populacji ogÛlnej (generalnej) wydzielamy populacjÍ docelowπ, do ktÛrej majπ siÍ odnosiÊ
wyniki badania. Jest to nasza reprezentatywna populacja, z ktÛrej wylosujemy populacjÍ
ürÛd≥owπ o zdefiniowanej liczebnoúci i strukturze; z niej nastÍpnie wylosujemy badane
osoby. Osoby wylosowane do badaÒ w dalszym ciπgu poddajemy selekcji, tak aby popula-
cja uczestniczπca w badaniach zosta≥a dobrana wed≥ug úciúle zdefiniowanych kryteriÛw.
Najprostszym sposobem charakterystyki badanej populacji moøe byÊ analiza retrospektyw-
na (retrospective study) lub prospektywna (prospective study) interesujπcych parametrÛw
(zmiennych) tej populacji. Badania tego typu sπ z regu≥y ma≥o kosztowne, ale ich podstawo-
wπ wadπ jest niemoønoúÊ manipulowania modelem doúwiadczalnym przez badacza. Do
takich badaÒ zaliczamy badania kohortowe (cohort studies), w ktÛrych wyboru przypadkÛw
dokonujemy na poziomie populacji ürÛd≥owej, oraz badania kliniczno-kontrolne (case-
control studies), gdzie wyboru populacji ürÛd≥owej przypadkÛw i populacji ürÛd≥owej
kontroli dokonujemy na poziomie docelowej populacji badanej (zobacz takøe schemat poniøej).

Badania kohortowe Badania kliniczno-kontrolne
Populacja ogÛlna

Docelowa populacja badana

Populacja ürÛd≥owa

WybÛr osÛb do badaÒ WybÛr osÛb do badaÒ

Dzia≥anie czynnika Brak dzia≥ania czynnika

Badani

èrÛd≥owa populacja 
osobnikÛw kontrolnych

WybÛr osÛb do badaÒ

Badani Badani Badani

Docelowa populacja badana

èrÛd≥owa populacja 
przypadkÛw

WybÛr osÛb do badaÒ
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Oba te rodzaje badaÒ nazywamy badaniami typu obserwacyjnego (observational studies)
(obserwowanie wyselekcjonowanych do badaÒ przypadkÛw bez interwencji czy manipula-
cji zmiennymi) i odrÛøniamy je od badaÒ typu doúwiadczalnego (badania eksperymentalne,
czyli takie, w ktÛrych badacz manipuluje obiektem badanym i/lub zmienia wp≥ywajπce
naÒ czynniki).

W grupie badaÒ obserwacyjnych moøemy wyrÛøniÊ trzy podstawowe typy badaÒ:
a)†przekrojowe (cross-sectional studies), prowadzone przez krÛtki okres czasu i rejestrujπce

jakiú ma≥y wycinek charakterystyki badanej populacji;
b)†monitoringowe (longitudinal studies, continuous monitoring studies) (retrospektywne lub pro-

spektywne), polegajπce na rejestrowaniu wybranych parametrÛw badanej populacji w d≥uø-
szym okresie czasu, czÍsto sprowadzajπ siÍ do powtarzalnych badaÒ typu przekrojowego;
mogπ byÊ prowadzone zgodnie z modelem dynamicznym, kiedy sk≥ad badanej populacji
zmienia siÍ w czasie w myúl warunku spe≥niania przez objÍte badaniami przypadki kry-
teriÛw badania, lub w oparciu o sta≥π nie uzupe≥nianπ populacjÍ  (kohortÍ); sπ bardziej
z≥oøonym podejúciem badawczym, niø badania przekrojowe, statystyczna analiza wyni-
kÛw jest bardziej skomplikowana, wymagajπ znacznie d≥uøszego okresu prowadzenia
badaÒ, a wiÍc sπ to badania bardziej kosztowne;

c)†badania kliniczno-kontrolne (case-control studies), do analizy zwiπzku miÍdzy wystÍpo-
waniem okreúlonego czynnika a wystÍpowaniem choroby, obejmujπ przypadki (chorobo-
we, cases) i osobniki kontrolne; tego typu schematy badawcze sprawdzajπ siÍ szczegÛlnie
w badaniach rzadkich chorÛb, poniewaø wymagajπ stosunkowo ma≥o licznych prÛb w†po-
rÛwnaniu z badaniami przekrojowymi lub monitoringowymi; kontrowersyjne jest zawsze
dobranie w≥aúciwej grupy kontrolnej w tego rodzaju badaniach, badania te sprawdzajπ
siÍ najlepiej w wykrywaniu silnych i wyraünych efektÛw.

Rozdzia≥ 1. Podstawowe zasady planowania eksperymentu naukowego

Badania eksperymentalne
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Badania typu doúwiadczalnego (experimental studies) obejmujπ:
ï wielooúrodkowe badania kliniczne (clinical trials),
ï wielooúrodkowe badania dotyczπce szczepionek (vaccine trials),
ï badania interwencyjne i profilaktyczne (intervention /prophylactic trials).

Wielooúrodkowe badania kliniczne

Wielooúrodkowe badania kliniczne to eksperymenty, w ktÛrych badamy skutecznoúÊ
okreúlonego (najczÍúciej nowego) sposobu leczenia: preparatu farmakologicznego, rodzaju
terapii, dawki preparatu, itp. Ochotnicy, ktÛrzy wyraøajπ zgodÍ na wziÍcie udzia≥u w takich
badaniach sπ w sposÛb losowy przydzielani do grupy kontrolnej (referencyjnej, w ktÛrej
stosujemy standardowe procedury, preparaty, dawki itp.) lub badanej (w ktÛrej stosujemy
zmienione/nowe procedury, preparaty, dawki itp.). W doúwiadczeniach takiego typu nie-
zwykle istotne jest ustawienie schematu badaÒ w taki sposÛb, aby interesujπcy nas efekt
(wp≥yw zmienionej terapii, leku, itp.) moøna by≥o przypisaÊ dzia≥aniu tego w≥aúnie czynni-
ka, nie zaú rÛønicom charakterystyki w≥πczonych do badaÒ grup. Obie grupy powinny byÊ
jak najbardziej podobne do siebie pod wzglÍdem takich cech, jak struktura wiekowa,
rozk≥ad p≥ci, wskaüniki antropomorfometryczne czy nawet status genetyczny. Taki staranny
dobÛr s≥uøy eliminacji okreúlonych sk≥onnoúci (tendencji, bias) w kierunku nielosowoúci doboru
prÛby, ktÛra mog≥aby zafa≥szowaÊ obserwowane prawid≥owoúci. Poza tym, øe przydzia≥
ochotnikÛw do grup powinien podlegaÊ randomizacji, w badaniach dotyczπcych np. testo-
wania wp≥ywu okreúlonego preparatu farmakologicznego, powinniúmy eliminowaÊ takπ
sk≥onnoúÊ do nielosowoúci stosujπc sprawdzone algorytmy badania z pojedynczπ lub po-
dwÛjnπ úlepπ prÛbπ. Na czym one polegajπ i jaka jest miÍdzy nimi rÛønica? Aby wyelimino-
waÊ wp≥yw czynnika psychologicznego w badaniach testowania wp≥ywu preparatÛw farma-
kologicznych (szczegÛlnie w sytuacjach, gdy istotnπ rolÍ w powodzeniu terapii czy leczenia
odgrywajπ czynniki subiektywne), grupa kontrolna powinna byÊ ñ dla osoby niewtajemni-
czonej ñ nieodrÛønialna od grupy badanej. Dokonuje siÍ tego w ten sposÛb,  øe osobom
z†grupy badanej podaje siÍ testowany lek, zaú osobom z grupy kontrolnej placebo. Schemat
podwÛjnej úlepej prÛby (double-blind design) przewiduje, aby ani osoba badana, ani badacz nie
wiedzieli kto otrzymuje lek, a kto placebo, aø do czasu zakoÒczenia doúwiadczenia. W sytuacji
gdy jedynie osoba badana nie ma úwiadomoúci jaki preparat przyjmuje, mÛwimy o pojedyn-
czej úlepej prÛbie (single-blind design).

RandomizacjÍ doboru ochotnikÛw (random sampling) oraz ich zaszeregowania do jednej
z grup mogπ nam u≥atwiÊ tablice liczb losowych albo komputerowe generatory liczb
losowych. SposÛb wykorzystywania tych Ñwygenerowanychî lub wyszukanych liczb loso-
wych pozostawia duøo dowolnoúci: moøemy na przyk≥ad przydzielaÊ numery parzyste do
grupy kontrolnej, a nieparzyste do grupy badanej. Jeøeli na przyk≥ad, wyszukane liczby
losowe tworzπ ciπg cyfr 4, 7, 0, 9, 5, 2, to pierwszego, trzeciego i ostatniego ochotnika
przydzielilibyúmy do grupy kontrolnej, zaú pozosta≥ych (drugiego, czwartego i piπtego) do
grupy badanej. Przy takim postÍpowaniu moøemy co jakiú czas ñ na przyk≥ad co 10
wylosowanych numerÛw ñ zastosowaÊ restrukturyzacjÍ naszych losowych przydzia≥Ûw,
aby mieÊ pewnoúÊ, øe do kaødej z grup trafia tyle samo ochotnikÛw, lub by mieÊ pewnoúÊ,
øe proporcje kobiet i mÍøczyzn sπ podobne. Jest to tak zwana ograniczona randomizacja lub
randomizacja zrÛwnowaøona (restricted randomization, randomization with balance), gdyø
ingerujemy w rzeczywisty losowy dobÛr ochotnikÛw do kaødej z grup. W takim przypadku



23

korzystanie z tablic liczb losowych jest trochÍ inne: dla kaødej 10-tki losujemy 5 liczb
i†przyporzπdkowujemy je np. ochotnikom z grupy badanej. Powiedzmy, øe bÍdπ to liczby
08, 01, 03, 06, 04, czyli Ûsmy, pierwszy, trzeci, szÛsty i czwarty ochotnik trafia do grupy
badanej, zaú pozosta≥e, czyli drugi, piπty, siÛdmy, dziewiπty i dziesiπty trafiπ do grupy
kontrolnej. Takπ ÑrandomizacjÍ dziesiπtkamiî powtÛrzymy dla kaødych dziesiÍciu ochotni-
kÛw.

Aby zapewniÊ rÛwne proporcje kobiet i mÍøczyzn moøemy randomizacjÍ wed≥ug
powyøszego schematu przeprowadziÊ osobno dla kobiet i dla mÍøczyzn.

Zazwyczaj staramy siÍ dobraÊ grupÍ kontrolnπ i badanπ podobnie pod wzglÍdem
proporcji p≥ci oraz struktury wiekowej, g≥Ûwnie dlatego, aby w miarÍ moøliwoúci wyelimino-
waÊ wp≥yw wszystkich innych czynnikÛw dodatkowych poza tym, ktÛrego efekt badamy.
Takie sparowanie pod wzglÍdem p≥ci i wieku (matched-pair design) jest zresztπ ogÛlnym
wymaganiem w badaniach populacji øywych organizmÛw, takøe w badaniach porÛwnaw-
czych typu obserwacyjnego staramy siÍ tego wymagania nie naruszaÊ.

Jeøeli nasz eksperyment dotyczπcy wp≥ywu jakiegoú czynnika nie trwa bardzo d≥ugo,
bardzo poøπdanym jest zastosowanie modelu krzyøowego (cross-over design), w ktÛrym
ochotnicy badani stanowiπ swoja w≥asnπ kontrolÍ. W takich przypadkach istotne jest†prze-
strzeganie okreúlonego okresu Ñspoczynkowegoî (washout), aby efekty dwÛch porÛwnywa-
nych czynnikÛw nie na≥oøy≥y siÍ.

Nie zawsze badania tego typu obejmujπ zdrowych ochotnikÛw, z ktÛrych czÍúÊ otrzy-
muje testowany preparat, a inni placebo. Niekiedy schemat badania zak≥ada, øe badany
preparat  farmakologiczny otrzymujπ chorzy pacjenci oraz zdrowi ochotnicy. Ten wariant
modelu badawczego wiπøe siÍ z problemami natury etycznej, szczegÛlnie w stosunku do
zdrowych ochotnikÛw: jak d≥ugo prowadziÊ eksperyment skoro z jednej strony wiadomo,
øe jego wyniki mogπ przynieúÊ wymierne korzystne efekty dla pacjentÛw, z drugiej zaú
poddawanie zdrowych ochotnikÛw d≥ugotrwa≥emu reøimowi terapeutycznemu moøe nie
byÊ zupe≥nie obojÍtne?

Rozdzia≥ 1. Podstawowe zasady planowania eksperymentu naukowego
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Rozdzia≥ 2

Podstawowe pojÍcia i terminy
stosowane w statystyce

Zmienne i ich rodzaje

Zmienne to wielkoúci (parametry, cechy), ktÛre mierzymy, kontrolujemy lub ktÛrymi
manipulujemy w jakiú sposÛb w trakcie badaÒ. Zaleønie od tego, jakiego parametru
dotyczπ, zmienne mogπ mieÊ rÛøne w≥aúciwoúci, zarÛwno ze wzglÍdu na rolÍ jakπ pe≥niπ
w†naszych badaniach, jak teø ze wzglÍdu na to, jaki rodzaj miary moøna do nich zastoso-
waÊ.

OgÛlnie zmienne zaliczamy do jednej z dwÛch kategorii:
1.†zmienne zaleøne (dependent variable),
2.†zmienne niezaleøne (independent variable).

RozrÛønienie miÍdzy nimi wydaje siÍ terminologicznie doúÊ paradoksalne, gdyø war-
toúci kaødej zmiennej zaleøπ od wartoúci innych zmiennych. Okreúlenia Ñzaleønyî i Ñnieza-
leønyî majπ zastosowanie g≥Ûwnie w badaniach typu eksperymentalnego. Niezaleønymi
nazywamy takie zmienne, ktÛrych wartoúci moøemy dobieraÊ i zmieniaÊ w doúwiadczeniu
(sπ to zmienne manipulowane przez badacza). Zmienne zaleøne natomiast mogπ byÊ
jedynie mierzone lub rejestrowane przez badacza, nie ma on wp≥ywu na to, jakie wartoúci
przyjmujπ. Zmienne, ktÛre moøe zmieniaÊ badacz sπ niezaleøne od poczπtkowych cech,
wzorcÛw, sk≥onnoúci, itp. badanych obiektÛw. Inne zmienne bÍdπ zaleøne od warunkÛw
i†okolicznoúci eksperymentu. Moøemy powiedzieÊ, øe zaleøπ one od tego, co obiekt uczyni
lub jak siÍ zachowa w odpowiedzi na zadane przez badacza zmiany. DoúÊ niefortunnie ñ
i†niejako w opozycji do tego rozrÛønienia ñ terminy te bywajπ rÛwnieø stosowane w†bada-
niach, gdzie nie manipuluje siÍ dos≥ownie zmiennymi niezaleønymi, lecz jedynie przypisuje
siÍ obiekty do pewnych grup doúwiadczalnych, np. badajπc wartoúci hematokrytu u kobiet
i mÍøczyzn, p≥eÊ moøna traktowaÊ jako zmiennπ niezaleønπ, zaú hematokryt jako zmiennπ
zaleønπ.

Zmienne rÛøniπ siÍ takøe pod wzglÍdem iloúci mierzalnej informacji, ktÛrπ moøna
zdobyÊ w nastÍpstwie ich pomiaru. Pod tym wzglÍdem zmienne moøna podzieliÊ na:
1)†nominalne, 2) porzπdkowe, 3) przedzia≥owe, 4) ilorazowe. Pierwsze dwa rodzaje reprezen-
tujπ†zmienne dyskretne (discrete variables), czyli takie, ktÛre zmieniajπ siÍ skokowo i†mogπ
przyjmowaÊ jedynie okreúlone wartoúci zbioru liczb ca≥kowitych. Zmienne przedzia≥owe
oraz ilorazowe to zmienne ciπg≥e (continuous variables), przyjmujπce dowolne wartoúci z†okre-
úlonego przedzia≥u zbioru liczb rzeczywistych.
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1.†Zmienne nominalne (data on nominal scale) mogπ byÊ mierzone jedynie w kategoriach zakla-
syfikowania poszczegÛlnych egzemplarzy do jednej z rozrÛønialnych kategorii, lecz juø w†ra-
mach tej kategorii nie moøna ich klasyfikowaÊ iloúciowo ani nawet nadaÊ im rang. Przyk≥a-
dem takiej zmiennej moøe byÊ zmienna (A) okreúlajπca typ antropoidalny; w jej kategoriach
moøna zakwalifikowaÊ okreúlonych osobnikÛw do rasy nordyckiej lub negroidalnej, ale nie
moøemy juø powiedzieÊ, ktÛry z nich posiada w≥asnoúÊ niesionπ przez zmiennπ A w†wiÍk-
szym stopniu. Typowymi przyk≥adami zmiennych nominalnych sπ p≥eÊ, rasa, kolor w≥o-
sÛw, miasto zamieszkania, itp.

2.†Zmienne porzπdkowe (data on ordinal scale) pozwalajπ na rangowanie (ustawianie w okre-
úlonym porzπdku) badanych elementÛw, w tym sensie, øe element z wyøszπ rangπ posia-
da cechÍ reprezentowanπ przez mierzonπ zmiennπ w wiÍkszym stopniu, ktÛrego jednak
nie wyraøamy w†sposÛb iloúciowy. Przyk≥adem zmiennej porzπdkowej moøe byÊ stopieÒ
pigmentacji skÛry lub stopieÒ oty≥oúci.

3.†Zmienne przedzia≥owe (data on interval scale) pozwalajπ nie tylko szeregowaÊ (rangowaÊ)
mierzone elementy, lecz rÛwnieø mierzyÊ rÛønice wielkoúci pomiÍdzy nimi. Na przyk≥ad
temperatura mierzona w skali Celsjusza jest zmiennπ przedzia≥owπ. Moøna powiedzieÊ,
øe wzrost temperatury od 20 do 40 stopni jest dwa razy tak duøy jak od 30 do 40 stopni.

4.†Zmienne ilorazowe (data on ratio scale) sπ podobne do zmiennych przedzia≥owych, lecz
charakteryzuje je ponadto istnienie punktu absolutnego zera skali, dziÍki czemu prawo-
mocne jest w odniesieniu do tych zmiennych stwierdzenie typu: x jest dwa razy wiÍksze
niø y. Typowymi przyk≥adami skal ilorazowych sπ skale przestrzeni, czasu, czy tempera-
tury mierzonej w skali Kelvina. Moøna powiedzieÊ, øe 200 stopni Kelvina jest temperatu-
rπ dwa razy wyøszπ niø 100 stopni Kelvina. W wiÍkszoúci procedur/testÛw statystycz-
nych nie dokonuje siÍ rozrÛønienia pomiÍdzy skalπ przedzia≥owπ i ilorazowπ.

Miary po≥oøenia i rozproszenia

Zwyczajowo charakteryzuje siÍ (sub)populacjÍ/grupÍ wynikÛw podajπc miarÍ po≥oøe-
nia, wyraøajπcπ tendencjÍ centralnπ zmiennej, i towarzyszπcπ jej miarÍ rozproszenia, wyra-
øajπcπ zmiennoúÊ wewnπtrzgrupowπ. Moøna takøe dodatkowo podawaÊ zakres wartoúci
(wartoúÊ minimalna-wartoúÊ maksymalna, dolny kwartyl, gÛrny kwartyl).

Miary po≥oøenia (measures of central tendency)

årednie, mediana i modalna

NajczÍúciej stosowanπ miarπ centralnπ jest úrednia arytmetyczna (úrednia ñ arithmetic
mean):
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gdzie Σxi oznacza sumÍ poszczegÛlnych wartoúci zmiennej, natomiast n ñ liczebnoúÊ grupy/
prÛby.
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W przypadku obliczania wartoúci úredniej na podstawie czÍstoúci (fi) wynikÛw w†prÛbie
stosujemy úredniπ waøonπ.
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Kiedy rozk≥ad wynikÛw jest prawoskoúny, lepszym odzwierciedleniem tendencji central-
nej jest úrednia geometryczna (geometric mean):
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Ten typ úredniej czÍsto wykorzystuje siÍ do analizy wynikÛw tworzπcych ciπgi geome-
tryczne, np. miareczkowanie miana antygenu, przeciwcia≥, itp.

årednia harmoniczna (harmonic mean) jest stosowana najczÍúciej do uúredniania czÍstoúci.
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Jeøeli dane sπ identyczne, to úrednie arytmetyczna, geometryczna i harmoniczna sπ sobie

rÛwne; dla nieidentycznych danych XXX GH << .

Mediana†(median) jest úrodkowπ wartoúciπ w szeregu rosnπcym (lub malejπcym) wyni-
kÛw. Moøemy zapisaÊ, øe

Me =   
2

)1( +n
ñ ta obserwacja uporzπdkowanego ciπgu wynikÛw lub Me = X(n+1)/2

Jeøeli n jest nieparzyste, wÛwczas wyraøenie 
2

)1( +n
 jest liczba ca≥kowitπ wyznaczajπcπ

po≥oøenie úrodkowej wartoúci w uporzπdkowanym szeregu wynikÛw. Jeøeli natomiast n jest

parzyste, wÛwczas wyraøenie 
2

)1( +n
 nie jest liczba ca≥kowitπ i przypada miÍdzy jednπ

a†drugπ wartoúciπ w uporzπdkowanym szeregu wynikÛw.  MedianÍ wyznacza siÍ wÛwczas
jako úredniπ pary wartoúci sπsiadujπcych.

Mediana jest szczegÛlnym kwantylem dzielπcym uporzπdkowanπ zbiorowoúÊ wyni-
kÛw na dwie rÛwne czÍúci.

Mediana jest uøyteczna w przypadkach, gdy wystÍpujπ pojedyncze skrajnie niskie lub
wysokie wartoúci, niereprezentatywne dla ca≥ej prÛby, zaniøajπce lub zawyøajπce wartoúÊ
úredniej.

Modalna (mode) jest najczÍúciej wystÍpujπcπ wartoúciπ w grupie.
årednia arytmetyczna, mediana i modalna sπ w przybliøeniu rÛwne, kiedy rozk≥ad

wynikÛw jest symetryczny i jednomodalny.
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Σ

Σ Σ



27

Kwantyle (quantiles)

Podobnie jak w przypadku mediany, moøemy definiowaÊ wartoúci poniøej i powyøej
ktÛrych leøπ frakcje wynikÛw podzielonych na kilka rÛwnych czÍúci. I tak, dzielπc zbioro-
woúÊ danych na 4, 5, 10 czy 100 takich rÛwnych czÍúci mÛwimy o kwartylach (quartiles),
kwintylach, decylach lub percentylach. Na przyk≥ad, jeøeli podzielimy uporzπdkowane
dane na cztery rÛwne czÍúci, to jedna czwarta tych wynikÛw bÍdzie mia≥a wartoúci
mniejsze niø pierwszy kwartyl (Q1), jedna czwarta leøy miÍdzy Q2 i Q3, jedna czwarta
miÍdzy Q3 i Q4, zaú reszta powyøej Q4. Pierwszy kwartyl moøemy zapisaÊ jako:

Q1 = X(n+1)/4.

Obliczona wartoúÊ indeksu dolnego (n+1)/4 jest zaokrπglana do najbliøszej liczby
ca≥kowitej lub pÛ≥ca≥kowitej.

Z powyøszego wynika, øe wartoúÊ Q2 jest identyczna jak wartoúÊ mediany. WartoúÊ
LD50, czÍsto stosowana w naukach przyrodniczych, jest 50-tym percentylem dawek letal-
nych lub úrodkowπ dawkπ letalnπ, co oznacza, øe 50% testowanych obiektÛw przeøy≥o tÍ
dawkÍ, a pozosta≥e 50% nie.

Miary rozproszenia (measures of dispersion and variability)

Wariancja i odchylenie standardowe

Wariancja (variance) okreúla rozrzut wynikÛw wokÛ≥ wartoúci úredniej:
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Wyraøenie mianownika (nñ1) zwane jest liczbπ stopni swobody (degrees of freedom)
wariancji i oznacza, øe jedynie (nñ1) z ca≥kowitej liczby n odchyleÒ )( xxi  jest wzajemnie
niezaleønych od siebie, to znaczy takich, co do ktÛrych moøemy dokonaÊ ca≥kowicie wolnych
(swobodnych) wyborÛw miÍdzy jednym a drugim. Ostatnie wyraøenie  )( xxi  nie moøe juø
byÊ swobodnie wybrane spomiÍdzy innych, poniewaø jest jedyne; moøe ono byÊ obliczone na
podstawie innych, przy za≥oøeniu, øe suma wszystkich n odchyleÒ wynosi zero.

JednorodnoúÊ wariancji (homoscedastycznoúÊ, homogeneity of variance, homoscedasticity)
oznacza, øe wariancje obrazujπce zmiennoúÊ wynikÛw w kilku rÛønych (sub)populacjach/
grupach nie rÛøniπ siÍ istotnie. WystÍpowanie takich rÛønic wariancji nazywamy heterosce-
dastycznoúciπ (heterogeneity of variance, heteroscedasticity).

Odchylenie standardowe (standard deviation, SD)

Jest to najpowszechniej stosowana miara zmiennoúci wewnπtrzgrupowej.
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W praktyce odchylenie standardowe interpretuje siÍ jako miarÍ rozrzutu, ktÛra wyzna-
cza przedzia≥ wokÛ≥ úredniej obejmujπcy oko≥o 70% wszystkich obserwacji (przy spe≥nieniu
warunkÛw normalnoúci rozk≥adu). Zakres úredniej ± 2 SD obejmuje 95% obserwacji i nazy-
wany jest normπ (normal range).

WspÛ≥czynnik zmiennoúci (coefficient of variation, CV)

MÛwi o tym jaki procent úredniej stanowi zmiennoúÊ prÛby wyraøanπ jako odchylenie
standardowe.

%100×=
x
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UøytecznoúÊ tej miary moøe zobrazowaÊ przyk≥ad dotyczπcy porÛwnania zmiennoúci
wielkoúci ma≥øowin usznych u ryjÛwek i s≥oni afrykaÒskich. BezwzglÍdne wartoúci SD
u†s≥oni sπ kilkaset razy wiÍksze, zaú wariancje nawet kilkanaúcie tysiÍcy razy wiÍksze, nie
oznacza to jednak, øe zmiennoúÊ tej cechy jest minimalna u ryjÛwek i ogromna u†s≥oni.

W niektÛrych dziedzinach, np. w badaniach cytomorfometrycznych, miara ta jest
nawet chÍtniej i czÍúciej stosowana niø odchylenie standardowe.

Wskaüniki (indeksy) rÛønorodnoúci (indices of diversity)

Cechy o rozk≥adzie rÛwnomiernym obserwacji wúrÛd wielu klas/kategorii charaktery-
zujπ siÍ wysokimi wskaünikami rÛønorodnoúci. Te, dla ktÛrych olbrzymia wiÍkszoúÊ obser-
wacji przypada na kilka (nielicznych) klas/kategorii posiadajπ niskπ rÛønorodnoúÊ. Naj-
powszechniej stosowanym wskaünikiem rÛønorodnoúci jest wskaünik Shannona-Wienera:
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gdzie:
k oznacza liczbÍ klas/kategorii,
n liczebnoúÊ prÛby,
fi jest liczbπ obserwacji w†kategorii i, zaú
pi = fi/n jest proporcjπ obserwacji znalezionych w kategorii i.

Na wielkoúÊ Hí ma wp≥yw nie tylko rozk≥ad danych, ale takøe liczba kategorii; stπd
maksymalnπ rÛønorodnoúÊ okreúla rÛwnanie:
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Indeks   J' =     H'
                     H'max  

nazywamy rÛwnomiernoúciπ lub homogennoúciπ rozk≥adu (homogeneity,

relative diversity), zaú 1ñJí jest miarπ heterogennoúci lub dominacji (dominance, heterogeneity).
OgÛlnie, poniewaø liczba klas/kategorii k jest z†regu≥y niedoszacowana dla populacji, Jí jest
najczÍúciej przeszacowanym wskaünikiem rÛwnomiernoúci w populacji.

Dla prÛb z obserwacjami uzyskanymi w sposÛb nielosowy stosuje siÍ wskaünik Brillo-
uina:
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WiÍcej informacji na temat wskaünikÛw rÛønorodnoúci moøe Czytelnik znaleüÊ w†pod-
rÍcznikach Zara oraz Sokala i Rohlfa.

B≥πd standardowy i precyzja okreúlania wartoúci úredniej prÛby

ZarÛwno szacowana wartoúÊ úrednia, jak i SD sπ jedynie z pewnym przybliøeniem
reprezentatywne dla populacji ogÛlnej, a czym mniejsza jest badana prÛba, w ktÛrej takiej
estymacji dokonano, tym wiÍksze prawdopodobieÒstwo, øe estymowane wartoúci x  oraz
SD bÍdπ siÍ rÛøni≥y od wartoúci rzeczywistych m oraz s. Jest bardzo prawdopodobne, øe
w†innej prÛbie losowej szacowane wartoúci x  oraz SD bÍdπ inne, a rÛønice takie wynikajπ
ze zmiennoúci zbierania obserwacji w poszczegÛlnych prÛbach losowych. Jeøeli przeprowa-
dzimy wiele losowaÒ prÛby z populacji ogÛlnej, i w kaødej tak wylosowanej prÛbie
okreúlimy wartoúÊ x , to okaøe siÍ, øe úrednia obliczona na podstawie rozk≥adu czÍstoúci
tych czπstkowych úrednich bÍdzie bliska úredniej populacji, m. Odchylenie standardowe
takiego rozk≥adu, zwane b≥Ídem standardowym úredniej (standard error, SE; standard error of
mean, SEM) bÍdzie wynosiÊ n/σ . SE charakteryzuje b≥πd, z jakim szacujemy úredniπ dla
populacji ogÛlnej, tzn. okreúla rozrzut miÍdzy wieloma úrednimi okreúlanymi dla wielu
ma≥ych grup losowanych z tej populacji. Zatem SE jest miarπ tego, jak dok≥adnie szacujemy
miarÍ centralnπ populacji ogÛlnej na podstawie okreúlania úredniej dla prÛby losowej. SE
zaleøy zarÛwno od ogÛlnej zmiennoúci wewnπtrzpopulacyjnej, jak i od wielkoúci prÛby
losowej.

W przypadku, gdy badane grupy sπ bardzo ma≥o liczne, a w zwiπzku z tym istnieje
duøe prawdopodobieÒstwo, øe úrednie i SD estymowane dla tak ma≥o licznych grup sπ
s≥abo reprezentatywne dla ca≥ej populacji, podawanie SE ma wiÍkszy sens statystyczny niø
podawanie SD.

Rozdzia≥ 2. Podstawowe pojÍcia i terminy stosowane w statystyce

Σ
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Jeøeli badamy prÛbÍ losowanπ z populacji o skoÒczonej wielkoúci, zmiennoúÊ losowania
prÛby jest znaczπco niøsza niø n/σ , poniewaø n stanowi wysokπ proporcjÍ ca≥kowitej
liczebnoúci populacji, N. ZmiennoúÊ taka bÍdzie wynosi≥a zero, jeøeli przebadamy ca≥π takπ
skoÒczonπ populacjÍ, nie dlatego, øe zmiennoúÊ cechy wewnπtrz populacji nie wystÍpuje, ale
dlatego, øe úrednia dla prÛby jest de facto rÛwna úredniej dla populacji.

W sytuacjach takich zasadne jest stosowaÊ korekcjÍ wartoúci SE dla skoÒczonej populacji:

  
 

  
 −=

N

n

n
SEkor 1

σ
.

Jak widaÊ w Tabeli poniøej, stosowanie poprawki ma niewielki wp≥yw w prÛbach
losowych stanowiπcych mniej niø 10% ogÛlnej populacji i moøe byÊ wtedy zaniedbane.

SE bez poprawki SE z poprawkπ frakcja prÛby losowej

1 0.99 1%
1 0.97 5%
1 0.95 10%
1 0.87 25%
1 0.71 50%
1 0.50 75%
1 0.32 90%
1 0.22 95%
1 0.10 99%
1 0.00 100%



31

Rozdzia≥ 3

Wybrane zagadnienia i problemy doboru
w≥aúciwych metod statystycznych

w opracowaniach wynikÛw badaÒ
biomedycznych

Algorytmy wyboru w≥aúciwego
testu/metody analizy statystycznej

Jak wynika z Rozdzia≥u 1 (ÑPodstawowe zasady planowania eksperymentu naukowegoî,
str.†15), w≥aúciwe zaplanowanie wszystkich etapÛw pracy badawczej, w≥πczajπc etap anali-
zy danych doúwiadczalnych, jest warunkiem powodzenia w tej pracy, a takøe swoistym
wskaünikiem kompetencji w prowadzeniu badaÒ naukowych.

Powszechnym b≥Ídem pope≥nianym w pracy naukowo-badawczej jest zbieranie da-
nych najpierw ñ czÍsto w sposÛb doúÊ przypadkowy ñ a dopiero pÛüniej dopasowywanie
testu, ktÛry moøemy wykorzystaÊ do ich opracowania. Ocena statystyczna nie moøe byÊ
dokonana dla danych zebranych w sposÛb arbitralny i przypadkowy, poniewaø kaødy test
statystyczny ma swoje wymagania, a ich niespe≥nianie dyskwalifikuje czÍsto wiarygodnoúÊ
tego testu.

Na przyk≥ad, wykonujemy pomiary wp≥ywu kilku stÍøeÒ rÛønych lekÛw na odpo-
wiedü komÛrek. W zaleønoúci od tego, co zamierzamy udowodniÊ, grupπ kontrolnπ mogπ byÊ:
a)†komÛrki niepoddane dzia≥aniu øadnego leku (gdy sprawdzamy jak dzia≥ajπ poszczegÛlne

leki),
b)†komÛrki poddane dzia≥aniu okreúlonego leku, o ktÛrym wiadomo jak dzia≥a ñ wtedy gdy

chcemy wiedzieÊ, czy nowy badany zwiπzek dzia≥a podobnie czy inaczej,
c)†komÛrki poddane dzia≥aniu leku w niskim stÍøeniu ñ wtedy gdy chcemy sprawdziÊ, czy

zwiÍkszenie stÍøenia leku zmienia efekt.
Czy badajπc wp≥yw poszczegÛlnych lekÛw powinniúmy dla kaødego dobraÊ grupÍ

kontrolnπ ñ wtedy gdy do opracowania stosujemy test sparowany ñ czy teø powinna byÊ
jedna grupa kontrolna dla rÛønych stÍøeÒ rÛønych lekÛw ñ wtedy gdy wyniki chcemy
opracowaÊ metodπ zrandomizowanej analizy blokowej? Czy pomiary bÍdπ wykonywane
w†kilku powtÛrzeniach czy w jednym ñ zaleønie od tego jaki model analizy wariancji
chcemy wykorzystaÊ?
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CzÍstym dysonansem utrudniajπcym dobÛr w≥aúciwej metody statystycznej niedoúwiad-
czonym badaczom moøe byÊ takøe brak normalnoúci rozk≥adu lub nierÛwne miary
rozrzutu (wariancje) w poszczegÛlnych grupach. W miarÍ nabywania doúwiadczenia,
uczymy siÍ jak radziÊ sobie z takimi Ñzak≥Ûceniamiî, na przyk≥ad na drodze zwiÍkszania
liczebnoúci prÛby lub poprzez transformacjÍ danych.

W≥aúciwe dobranie metody lub grupy metod analizy statystycznej moøe u≥atwiÊ
praktyczny schematyczny przewodnik wyboru metod analizy statystycznej, zamieszczony
na stronach 32-35 tego opracowania (diagramy A, B, C i D). Naleøy sobie oczywiúcie
zdawaÊ sprawÍ, øe schematy te to nie klucz do bezb≥Ídnego wybierania odpowiedniego
testu statystycznego ñ majπ one raczej sk≥oniÊ Czytelnika do bliøszego zainteresowania siÍ
okreúlonπ grupπ metod analizy statystycznej.

Zdaniem autora bardzo przydatne bÍdzie rÛwnieø zajrzenie do drugiej czÍúci opraco-
wania (ÑCzÍúÊ II ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî), gdzie zamieszczono przyk≥ady wyko-
rzystania poszczegÛlnych metod statystycznych do analizy konkretnych danych doúwiad-
czalnych.

Diagram A

Zmienna niezaleøna
ciπg≥a czy

dyskretna?

Czy wystÍpuje
zmienna niezaleøna?

Dane wyraøone jako
procenty lub 

proporcje

Zmienna zaleøna
ciπg≥a czy

dyskretna?

Zmienne ciπg≥e czy
dyskretne?

Nie

Tak

Diagram C

Diagram D

Dyskretne

Ciπg≥e

Dyskretna

Nie

Diagram C

Diagram B

Liczba zmiennych
niezaleønych
dyskretnych

Tak

1 lub 2  

WiÍcej niø 2

Ciπg≥a

Dyskretna

Ciπg≥a

Test z dla proporcji

2Test niezaleønoúci chi
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Diagram B

Rozdzia≥ 3. Wybrane zagadnienia i problemy doboru w≥aúciwych metod statystycznych...

Dyskretna zmienna niezaleøna
Ciπg≥a zmienna zaleøna

WiÍcej niø jedna ciπg≥a
zmienna zaleøna

Liczba dyskretnych
zmiennych niezaleønych

Rozk≥ad normalny
i jednorodnoúÊ wariancji

Liczba poziomÛw (grup) 
zmiennej niezaleønej

Dane sparowane

Czy wariancja jest znana?

Tak

Nie

Nie

Tak
Jedna

Jeden

Dane
sparowane

3 lub wiÍcej

Dwa

Rozk≥ad
normalny

i jednorodnoúÊ 
wariancji

Test Kruskala-Wallisa
Nie

Tak

Rozk≥ad normalny
i jednorodnoúÊ wariancji

Tak

Tak

Tak

NieNie

Tak

Rozk≥ad normalny
i jednorodnoúÊ wariancji

Nie

Tak

Nie

Dwie

Nie

Jednoczynnikowa ANOVA

Test z

Test U Manna-Whitneya

Analiza funkcji
dyskryminacyjnej

Dwuczynnikowa analiza
wariancji Friedmana
(nieparametryczna)

Dwuczynnikowa ANOVA

Test t Studenta
dla jednej úredniej

Zrandomizowana
analiza blokÛw

Sparowany test t Studenta

Test rang Wilcoxona
Test znakÛw

Test t Studenta
dla dwÛch úrednich
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Diagram C

Dyskretna zmienna niezaleøna
Dyskretna zmienna zaleøna

WiÍcej niø jedna dyskretna zmienna
niezaleøna lub wiÍcej niø 3 zmienne

dyskretne bez zmiennych
niezaleønych

Trzy zmienne
grupujπce

Dane
sparowane

Rozmiar tabeli 
wielodzielczej

Rozmiar tabeli
wielodzielczej

Dyskretne zmienne
bez zmiennych niezaleønych

Tak

Tak

Tak

Tak

Nie

Nie

Nie

Tabela 2 x 2

Tabela wiÍksza niø 2 x 2

Nie

Tabela 2 x 2

Tabela wiÍksza niø 2 x 2

Test dok≥adny Fishera

Test Q Cochrana

Test McNemara

Test niezaleønoúci chi 2

Liczebnoúci obserwowane rÛøne od
0 oraz wszystkie liczebnoúci 

oczekiwane >5

Analiza log-liniowa
tabel wielopolowych

Test chi
Mantela-Haenszela

2

Test chi 
z poprawkπ Yatesa

2
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Diagram D

Rozdzia≥ 3. Wybrane zagadnienia i problemy doboru w≥aúciwych metod statystycznych...

Dyskretna zmienna zaleøna
(ciπg≥e lub dyskretne
zmienne niezaleøne)

Ciπg≥a zmienna niezaleøna
Ciπg≥a zmienna zaleøna

WstÍpnie ustalona
zmienna niezaleøna

Liczba zmiennych ciπg≥ych

Dwie lub wiÍcej ciπg≥ych
zmiennych bez zmiennych

niezaleønych

Rozk≥ad normalny
i jednorodnoúÊ wariancji

Liczba zmiennych ciπg≥ych 
niezaleønych

Tak

Nie

Tak

Tak

2

>2

WiÍcej niø jedna 

Jedna

NieNie

Prosta
analiza regresji

Regresja
logistyczna

(logit)

Korelacja
Spearmana

Korelacja
Pearsona

Korelacja
czπstkowa

Regresja
wielokrotna
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Rachunek prawdopodobieÒstwa

PrawdopodobieÒstwem (P) zwyk≥o siÍ nazywaÊ szansÍ wystπpienia okreúlonego zdarze-
nia (A). Poniewaø przyjÍliúmy wyraøaÊ takπ szansÍ jako czÍstoúÊ pojawiania siÍ A w†zbioro-
woúci wszystkich zdarzeÒ, jej miarπ sπ liczby z przedzia≥u od 0 do 1; 0 oznacza, øe zdarzenie
nie wystπpi nigdy, jednoúÊ ñ øe wystπpi zawsze. Matematyczny aparat rachunku prawdopo-
dobieÒstwa ñ stosowany na porzπdku dziennym, a czÍsto nawet bezwiednie, w†naukach
statystycznych ñ formalnie sprowadza siÍ do podstawowych regu≥ logicznych.

Regu≥a addytywnoúci (sumowania, additive rule) ñ kiedy mamy do czynienia z alterna-
tywnym wystÍpowaniem cech lub zdarzeÒ ñ polega na sumowaniu prawdopodobieÒstw
zdarzeÒ czπstkowych, zgodnie z ogÛlnym zapisem:

P (A lub B lub zarÛwno A jak i B) = P (A) + P (B) ñ P (zarÛwno A jak i B)

Regu≥a multiplikatywnoúci (mnoøenia, multiplicative rule) ñ kiedy badamy jednoczesne
wystÍpowanie zdarzenia lub cechy ñ sprowadza siÍ pod wzglÍdem rachunkowym do
iloczynu prawdopodobieÒstw zdarzeÒ czπstkowych, w zgodzie z zapisem:

P (A oraz B) = P (A) x P (B pod warunkiem, øe wystπpi≥o A)

W przypadku zdarzeÒ warunkowych, kiedy wystπpienie zdarzenia B zaleøy od wystπ-
pienia zdarzenia A (i vice versa), to P (A oraz B) = P (A) x P (B), jeøeli zdarzenia A i B sπ
niezaleøne.

Rozk≥ady zmiennych*

W zaleønoúci od charakteru zmiennej (ciπg≥a lub dyskretna) i/lub natury zjawiska
przyrodniczego, ktÛre taka zmienna opisuje mamy do czynienia z rÛønymi typami rozk≥a-
du zmiennych. Kaødy typ rozk≥adu ma swoje charakterystyczne cechy, ktÛre da siÍ
wyczytaÊ z rÛwnania tzw. funkcji gÍstoúci prawdopodobieÒstwa rozk≥adu (probability
density, density function). RÛwnanie to jest funkcjπ predykcyjnπ opisujπcπ w jaki sposÛb
Ñzachowa siÍî zmienna, to znaczy jakie jest prawdopodobieÒstwo, øe bÍdzie przyjmowa≥a
okreúlone wartoúci. Czym wyøsze jest takie prawdopodobieÒstwo, tym czÍúciej wystπpi
dana wartoúÊ zmiennej.

OgÛlnie moøemy sklasyfikowaÊ rozk≥ady na takie, ktÛre opisujπ zmienne ciπg≥e oraz
takie, ktÛre wykorzystujemy do charakterystyki zmiennych dyskretnych. Do pierwszej
grupy zaliczymy na przyk≥ad rozk≥ad normalny, t Studenta, log-normalny, chi2, Fishera-
Snedecora, do drugiej: rozk≥ad dwumianowy, Poissona, wyk≥adniczy, Bernoulliego.

Poniøej podano krÛtkie charakterystyki wybranych typÛw rozk≥adÛw, z ktÛrymi mamy
najczÍúciej do czynienia w naukach biomedycznych.

* Ten rozdzia≥ moøe byÊ pominiÍty przez mniej zaawansowanych CzytelnikÛw bez szkody dla zrozumie-
nia dalszych czÍúci opracowania.
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Klasycznym rozk≥adem opisujπcym zmiennπ ciπg≥π jest opisany poniøej rozk≥ad nor-
malny.

Rozk≥ad normalny

Rozk≥ad normalny (o charakterystycznym kszta≥cie krzywej dzwonowej, symetrycznej
w stosunku do úredniej) jest teoretycznym rozk≥adem prawdopodobieÒstwa powszechnie
wykorzystywanym we wnioskowaniu statystycznym jako przybliøenie rozk≥adu z prÛby.
Uwaøa siÍ, øe rozk≥ad normalny jest dobrym modelem opisujπcym rzeczywisty rozk≥ad
zmiennej losowej, w sytuacji gdy:
1)†istnieje silna tendencja do przyjmowania wartoúci po≥oøonych blisko úrodka rozk≥adu;
2)†dodatnie i ujemne odchylenia od wartoúci úrodkowej wystÍpujπ z rÛwnym prawdopodo-

bieÒstwem;
3)†ze wzrostem wartoúci odchyleÒ ich liczebnoúÊ gwa≥townie spada.
Rozk≥ad normalny posiada nastÍpujπcπ funkcjÍ gÍstoúci:

22 2/)(

2

1
)( σµ

πσ
−−= ixexf dla ñ∞ < x < ∞

gdzie:
µ jest úredniπ
σ jest odchyleniem standardowym
e jest sta≥π Eulera (2.718...)
π liczba pi (3.1415...).

Podstawowy mechanizm generowania rozk≥adu normalnego moøna wyobraziÊ sobie
jako nieskoÒczonπ liczbÍ niezaleønych zdarzeÒ losowych (dwumianowych), ktÛre generujπ
wartoúci danej zmiennej. Na przyk≥ad, z duøym prawdopodobieÒstwem moøemy stwier-
dziÊ, øe wystÍpuje niemal nieograniczona liczba czynnikÛw genetycznych i úrodowisko-
wych, ktÛre wp≥ywajπ na masÍ cia≥a u cz≥owieka (wiele rÛønych genÛw, tryb øycia, dieta,
przebyte choroby, itp.). Toteø moøemy spodziewaÊ siÍ, øe w duøej liczebnie populacji masa
cia≥a podlega rozk≥adowi normalnemu.

Rozk≥ad t Studenta

To co rÛøni ten rozk≥ad od rozk≥adu normalnego, to kszta≥t krzywej rozk≥adu zaleøny od
liczebnoúci (a w zwiπzku z tym i od liczby stopni swobody) prÛby. PrawdopodobieÒstwo, øe
zmienna przyjmie okreúlonπ wartoúÊ dla okreúlonej liczebnoúci prÛby okreúla funkcja gÍstoúci
rozk≥adu:

Rozdzia≥ 3. Wybrane zagadnienia i problemy doboru w≥aúciwych metod statystycznych...
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gdzie:
ν jest parametrem kszta≥tu ñ liczbπ stopni swobody
Γ jest funkcjπ gamma
π jest liczbπ pi (3.1415...).

Rozk≥ad chi2

Zmienna, ktÛra jest sumπ kwadratÛw v niezaleønych zmiennych losowych, z ktÛrych
kaøda podlega rozk≥adowi normalnemu posiada rozk≥ad chi2 (χ2, chi-squared distribution)
z†liczbπ stopni swobody rÛwnπ ν. W zastosowaniach statystycznych rozk≥ad ten jest jednym
z†najczÍúciej stosowanych.

Posiada on nastÍpujπcπ funkcjÍ gÍstoúci:
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dla x > 0, n = 1, 2,...
gdzie:
ν jest liczbπ stopni swobody
e jest sta≥π Eulera (2.718...)
Γ jest funkcjπ gamma (z argumentem α).

Rozk≥ad Fishera-Snedecora

WartoúÊ krytyczna 2
2

2
1 / ssF =  w metodach analizy wariancji, mÛwiπca ile razy warian-

cja wynikajπca z rÛønic miÍdzy úrednimi przewyøsza wariancjÍ opisujπcπ zmiennoúÊ
wewnπtrz grup, podlega rozk≥adowi Fishera-Snedecora (F (Snedecoreís) distribution).

Rozk≥ad ten posiada nastÍpujπcπ funkcjÍ gÍstoúci dla stopni swobody n licznika oraz ω
mianownika:
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dla 0 ≤  x < ∞    oraz ν = 1, 2,...; ω= 1, 2,...
gdzie stopnie swobody:
ν, ω sπ parametrami kszta≥tu rozk≥adu, zaú
Γ jest funkcjπ gamma.
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Jak moøna zauwaøyÊ z opisu, te cztery rozk≥ady (normalny, t Studenta, chi2 i Fishera-
Snedecora) majπ wiele cech wspÛlnych, czego praktycznym nastÍpstwem jest to, øe ich
krytyczne wartoúci (a zatem i prawdopodobieÒstwa odpowiadajπce polom pod krzywπ
rozk≥adu) moøemy swobodnie przeliczaÊ. Krytyczne wartoúci testÛw: normalnego, t Stu-
denta, Fishera-Snedecora i chi2 sπ po≥πczone zaleønoúciπ:

2
1,,1),1(),2()2( αααα χ=== ∞∞ Ftz

Wartoúci prawdopodobieÒstwa P moøna Ñz grubszaî oszacowaÊ wg rÛwnania:
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gdzie c = 0.806z(1 ñ 0.018z) dla z tak ma≥ych jak 0.2 oraz c = z/(1.237 + 0.0249z) dla z tak
ma≥ych jak 0.1.
Innym czÍsto stosowanym typem rozk≥adu jest opisany poniøej rozk≥ad log-normalny.

Rozk≥ad log-normalny

Rozk≥ad tego typu jest czÍsto wykorzystywany do modelowania rozk≥adÛw zmiennych
takich jak wysokoúÊ dochodÛw, wiek w momencie zawierania ma≥øeÒstwa lub d≥ugoúÊ
okresu przeøycia zwierzπt w niewoli. Jeøeli x jest prÛbπ pochodzπcπ z populacji o rozk≥a-
dzie normalnym, to y = ex jest prÛbπ o rozk≥adzie logarytmiczno-normalnym (log-normal
distribution).

Rozk≥ad logarytmiczno-normalny ma rozk≥ad gÍstoúci prawdopodobieÒstwa okreúlony
funkcjπ:
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0 < x < ∞  ; µ > 0; σ > 0
gdzie:
µ jest parametrem skali (odpowiada wartoúci úredniej)
σ jest parametrem kszta≥tu (odpowiada odchyleniu standardowemu)
e jest sta≥π Eulera (2.718...)
π jest liczbπ pi (3.1415...).

Rozk≥ad logarytmiczno-normalny ma zastosowanie w tych przypadkach, gdy rozk≥ad
zmiennej nie jest normalny (a jest na przyk≥ad prawoskoúny), natomiast wartoúÊ logarytmu
zmiennej losowej ma rozk≥ad normalny. Tak jak rozk≥ad normalny moøna sobie wyobraziÊ
jako wynik dodawania duøej liczby niezaleønych b≥ÍdÛw, tak samo rozk≥ad logarytmiczno-
normalny moøna traktowaÊ jako wynik pomnoøenia duøej liczby niezaleønych b≥ÍdÛw
(czyli dodawania b≥ÍdÛw logarytmicznych). Jeøeli zmiennoúÊ cechy jakoúciowej jest pod
wp≥ywem duøej liczby losowych impulsÛw, ktÛre pojawiajπ siÍ w czasie i wp≥ywajπ
proporcjonalnie do czasu, w ktÛrym siÍ pojawiajπ, wÛwczas rozk≥ad charakterystyki jako-
úciowej bÍdzie logarytmiczno-normalny. Na przyk≥ad rozmiar cia≥a, ktÛry jest wynikiem
ciπg≥ych procesÛw (etapÛw) wzrostowych, z ktÛrych na kaødy oddzia≥uje duøa liczba
niezaleønych czynnikÛw, podlega rozk≥adowi logarytmiczno-normalnemu.

Rozdzia≥ 3. Wybrane zagadnienia i problemy doboru w≥aúciwych metod statystycznych...
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WúrÛd rozk≥adÛw, ktÛre wykorzystujemy czÍsto do charakterystyki zmiennych dyskret-
nych naleøy wymieniÊ rozk≥ady: dwumianowy, Poissona, wyk≥adniczy oraz Bernoulliego.

Rozk≥ad wyk≥adniczy

Jeøeli t oznacza czas pomiÍdzy kolejnymi zdarzeniami rzadkiego zjawiska, zachodzπce-
go úrednio l razy na jednostkÍ czasu, to t podlega rozk≥adowi wyk≥adniczemu (exponential
distribution) z†parametrem λ . Przyk≥ady zmiennych podlegajπcych temu rozk≥adowi to np.:
odstÍp czasu pomiÍdzy przejazdami samochodÛw przez skrzyøowanie, czas bezawaryjnej
pracy urzπdzeÒ elektronicznych lub czas miÍdzy pojawianiem siÍ ludzi w sklepie.

Rozk≥ad wyk≥adniczy posiada nastÍpujπcπ funkcjÍ gÍstoúci:

xexf λλ −=)(

dla 0 ≤  x < ∞ ; λ > 0
gdzie:
λ jest parametrem skali
e jest sta≥π Eulera (2.718...).

Rozk≥ad dwumianowy

Rozk≥ad tego typu jest wykorzystywany do opisu rozk≥adu zdarzeÒ dwumianowych,
np. liczba kobiet i mÍøczyzn w prÛbie losowej pobranej w kilku grupach zawodowych lub
liczba uszkodzonych elementÛw wystÍpujπcych w prÛbie 100 sztuk pobranych losowo.

Rozk≥ad dwumianowy (binomial distribution) jest zdefiniowany jako:

xnx qp
xnx

n
xf −

−
= **

)!(!

!
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dla x = 0, 1, 2,..., n
gdzie:
p oznacza prawdopodobieÒstwo sukcesu w kaødej prÛbie
q oznacza prawdopodobieÒstwo poraøki i jest rÛwne 1ñπ
n oznacza liczbÍ niezaleønych prÛb.

Rozk≥ad Poissona

Rozk≥ad ten opisuje wystÍpowanie zdarzeÒ rzadkich, na przyk≥ad liczbÍ wypadkÛw
samochodowych na osobÍ, liczbÍ trafionych w rzucaniu kostkπ, liczbÍ usterek wytwarzane-
go produktu, ale teø na przyk≥ad liczbÍ kropli deszczu, ktÛre spad≥y na jednostkÍ po-
wierzchni, czy liczbÍ zbiorowisk wieloosobniczych nietoperzy zimujπcych w jaskini.

Opisuje go funkcja:

!
)(

x

e
xf

x λλ −
=

dla x = 0, 1, 2,..., 0 < λ
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gdzie:
λ jest wartoúciπ oczekiwanπ x (úredniπ)
e oznacza sta≥π Eulera (2.718...).

Rozk≥ad Bernoulliego (Bernoulli binomial distribution)

Rozk≥ad tego typu najlepiej opisuje sytuacje, w ktÛrych wynikiem doúwiadczenia moøe
byÊ sukces lub poraøka, tak jak w przypadku rzutu monetπ lub przy okreúlaniu powodze-
nia lub niepowodzenia zabiegu operacyjnego.

Funkcja gÍstoúci tego rozk≥adu jest zdefiniowana jako:
xx ppxf −−= 1)1()(

dla x ∈  {0.1}
gdzie:
p jest prawdopodobieÒstwem zajúcia okreúlonego zdarzenia.

W dalszej czÍúci tego opracowania dok≥adniej omÛwimy: 1) rozk≥ad normalny, majπcy
odniesienie do zmiennych ciπg≥ych, i na ktÛrego charakterystyce oparta jest wiÍkszoúÊ
testÛw parametrycznych, 2) rozk≥ad dwumianowy, opisujπcy rozk≥ady proporcji zmiennych
dyskretnych, oraz 3) rozk≥ad Poissona, opisujπcy czÍstoúÊ wystÍpowania zjawisk rzadkich.

Rozk≥ad normalny

Rozk≥ad normalny, ktÛry charakteryzuje siÍ dzwonowatym kszta≥tem krzywej syme-
trycznej w stosunku do wartoúci centralnej (úredniej), jest jednym z najpowszechniej
wykorzystywanych teoretycznych rozk≥adÛw prawdopodobieÒstwa we wnioskowaniu sta-
tystycznym, jako przybliøenie rozk≥adu z prÛby. Rozk≥ad ten jest dobrym przybliøeniem do
rzeczywistoúci, i stanowi dobry model dla rozk≥adu zmiennej losowej, wszÍdzie tam, gdzie:
ï zmienna ma silnπ tendencjÍ do przyjmowania wartoúci po≥oøonych blisko úrodka rozk≥a-

du,
ï odchylenia dodatnie i ujemne od wartoúci centralnej sπ z duøym prawdopodobieÒstwem

rÛwne,
ï duøe odchylenia od wartoúci centralnej sπ bardzo nieliczne, a liczebnoúÊ odchyleÒ spada

gwa≥townie w miarÍ wzrostu ich wartoúci.
Rozk≥ady zmiennych wystÍpujπcych w úwiecie rzeczywistym, na ktÛrych wartoúci wp≥ywa

niemal nieograniczona liczba czynnikÛw determinujπcych (genetycznych i úrodowiskowych),
aproksymujπ silnie do rozk≥adu normalnego. Do takich zmiennych naleøπ na przyk≥ad wzrost,
masa cia≥a, temperatura, ciúnienie krwi, stÍøenie hemoglobiny. Zmiennπ, ktÛra nie spe≥nia
rozk≥adu normalnego jest na przyk≥ad dochÛd. Niekiedy transformacja wartoúci zmiennych
sprzyja normalizacji rozk≥adu, na przyk≥ad transformacja logarytmiczna normalizuje z†re-
gu≥y rozk≥ad prawoskoúny. WiÍcej informacji na temat transformacji danych znajdzie
Czytelnik w Rozdziale ÑTransformacja danych ñ sposoby Ñnormalizacjiî rozk≥aduî (str. 97).

O przystawalnoúci rozk≥adu danych doúwiadczalnych do rozk≥adu normalnego wnio-
skujemy najczÍúciej przeprowadzajπc jeden z testÛw normalnoúci (np. test zgodnoúci chi2, test
Kolmogorowa-Smirnowa czy test W Shapiro-Wilka), ktÛre pozwalajπ obliczyÊ prawdopodo-

Rozdzia≥ 3. Wybrane zagadnienia i problemy doboru w≥aúciwych metod statystycznych...
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bieÒstwo tego, øe prÛba pochodzi z populacji o rozk≥adzie normalnym. Procedury te omÛwio-
no w ÑCzÍúci II ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî.

Rozk≥ad normalny jest taki waøny nie tylko dlatego, øe jest on dobrym doúwiadczalnym
odzwierciedleniem wiÍkszoúci zmiennych spotykanych w przyrodzie, ale takøe dlatego, øe
za≥oøenie normalnoúci jest wymaganiem wiÍkszoúci stosowanych w naukach przyrodni-
czych testÛw i metod analizy statystycznej. Jest tak dlatego, øe wiÍkszoúÊ z tych testÛw albo
bezpoúrednio wywodzi siÍ z rozk≥adu normalnego, albo jest z nim zwiπzana (np. test
t†Studenta, test Fishera-Snedecora czy test chi2). NajczÍúciej spe≥nianie normalnoúci rozk≥a-
du zmiennych jest warunkiem stosowania takich testÛw. Problem powstaje, gdy usi≥ujemy
zastosowaÊ test oparty na za≥oøeniu o normalnoúci do zmiennych, ktÛre nie posiadajπ
rozk≥adu normalnego. W takim przypadku moøemy albo zastosowaÊ testy niewymagajπce
za≥oøenia o normalnoúci (tak zwane testy niezaleøne od rozk≥adu lub testy nieparametrycz-
ne) lub pos≥uøyÊ siÍ testami opartymi o normalnoúÊ pod warunkiem, øe dysponujemy
dostatecznie licznπ prÛbπ. Pierwsze rozwiπzanie jest z regu≥y niedogodne ze wzglÍdu na
ma≥π moc takich testÛw i ich nieelastycznoúÊ w formu≥owaniu wnioskÛw. Druga moøliwoúÊ
opiera siÍ na zasadzie ñ zwanej centralnym twierdzeniem granicznym (central theorem) ñ
dziÍki ktÛrej testy oparte na rozk≥adzie normalnym posiadajπ tak wielkie znaczenie. MÛwi
ona, øe:
ï úrednia wszystkich moøliwych úrednich prÛb losowanych z populacji ogÛlnej jest rÛwna

úredniej populacji ogÛlnej;

µ=
X

X

ï odchylenie standardowe wszystkich moøliwych úrednich prÛb losowanych z populacji
ogÛlnej jest rÛwne odchyleniu standardowemu populacji ogÛlnej podzielonemu przez pier-
wiastek z liczebnoúci prÛby;

nX

σσ =

ï w miarÍ jak wzrasta licznoúÊ prÛbki, rozk≥ad statystyki testowej z prÛby zbliøa siÍ do
rozk≥adu normalnego, nawet jeúli zmienna, ktÛrπ mierzymy, nie posiada rozk≥adu normal-
nego.

Poniewaø stosowanie testÛw opartych na charakterystyce rozk≥adu normalnego jest takie
wygodne, to czÍsto ulegamy pokusie, aby wykorzystywaÊ takie testy bez uprzedniego
sprawdzania warunku normalnoúci, albo nawet wtedy, gdy warunek taki jest naruszony.
Powstaje wtedy wπtpliwoúÊ, czy konsekwencje niespe≥nienia za≥oøenia o normalnoúci sπ
powaøne i skπd wiemy o naruszeniu tego za≥oøenia. Empiryczna ocena typÛw i wielkoúci
b≥ÍdÛw pope≥nianych w przypadku niespe≥nienia za≥oøeÒ niezbÍdnych do zastosowania
specyficznych testÛw (dokonywana czÍsto przy uøyciu tzw. metody Monte Carlo) wskazuje,
øe konsekwencje z≥amania za≥oøenia o normalnoúci nie sπ na ogÛ≥ takie powaøne, jak
sπdzono wczeúniej. Moøe to zachÍcaÊ do szerszego stosowania metod statystycznych zaleø-
nych od rozk≥adu normalnego, ale nie do ca≥kowitego zaniechania troski o spe≥nienie
za≥oøenia o normalnoúci rozk≥adÛw badanych zmiennych.

Rozk≥ad normalny posiada kilka niezwykle uøytecznych cech charakterystycznych.
Przede wszystkim z kszta≥tu i symetrycznoúci rozk≥adu wynika, øe oko≥o 68% wszystkich
obserwacji trafia do przedzia≥u µ ± 1σ (w praktyce oznacza to sx ± ), a przedzia≥ úredniej
±†2 odchylenia standardowe obejmuje prawie 95% przypadkÛw. Czyli w rozk≥adzie normal-
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nym wartoúci mniejsze od úredniej niø ñ2SD i wiÍksze niø +2SD zdarzaÊ siÍ mogπ z†czÍsto-
úciπ rÛwnπ lub mniejszπ niø 5%. Odpowiednio, wartoúci z przedzia≥u µ ± 3σ spotykamy
z†prawdopodobieÒstwem oko≥o 99.5%, zaú te z przedzia≥u µ ± 4σ wystπpiπ w†ponad 99.9%
przypadkÛw. Stπd wyprowadza siÍ praktycznπ interpretacjÍ odchylenia standardowego
(zobacz ÑMiary rozproszeniaî).

SzczegÛlnym przypadkiem rozk≥adu normalnego jest rozk≥ad normalny standaryzo-
wany (SND), gdy úrednia wynosi 0, zaú wartoúÊ odchylenia rÛwna siÍ 1.

σ
µ−

=
x

zSND,

Sens statystyczny wartoúci z, ktÛra jest niczym innym jak wielokrotnoúciπ odchylenia
standardowego, o jakπ obserwowana wartoúÊ zmiennej rÛøni siÍ od úredniej dla populacji
generalnej, omÛwiono w dalszej czÍúci opracowania (zobacz teø omÛwienie przyk≥adu 16
w†ÑCzÍúci II ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî).

Kszta≥t rozk≥adu i normalnoúÊ rozk≥adu

Dla rozk≥adu normalnego nie ma znaczenia w jakich jednostkach jest wyraøona zmien-
na. Zmiana wartoúci úredniej powoduje przesuniÍcie krzywej rozk≥adu w lewo lub w†prawo,
podczas gdy zmiana odchylenia standardowego zmienia wysokoúÊ lub szerokoúÊ krzywej
Gaussa, czyli wp≥ywa na kszta≥t rozk≥adu. Kszta≥t rozk≥adu jest charakterystycznπ cechπ
zmiennej: informuje on o czÍstoúci wystÍpowania rÛønych wartoúci tej zmiennej w†rÛønych
obszarach jej zmiennoúci.

σµ
πσ

2)(

2

1 22−= − ix
efi

gdzie:
fi oznacza czÍstoúÊ obserwacji zmiennej xi, zaú
µ oraz σ†úredniπ i odchylenie standardowe populacji.

Parametrami kszta≥tu rozk≥adu sπ skoúnoúÊ i kurtoza.
SkoúnoúÊ (skeweness) charakteryzuje odchylenie rozk≥adu od symetrii. Jeúli wartoúÊ

skoúnoúci γ  (
N

xi −
=

3

3

)( µ
κ ) po standaryzacji ( 3

3
1 σ

κγ = ) jest wyraünie rÛøna od zera,

wÛwczas dany rozk≥ad jest asymetryczny; taki rozk≥ad odstaje od charakterystyki rozk≥adu
normalnego, gdyø rozk≥ad normalny jest doskonale symetryczny. Dla rozk≥adu lewoskoúnego
(left-skewed distribution) γ1 <0, dla prawoskoúnego (right-skewed distribution) γ1†>0 (Ryc. 1).

Dla rozk≥adu normalnego wartoúci úredniej, mediany i modalnej sπ identyczne. W†przy-
padku rozk≥adÛw lewoskoúnych úrednia jest mniejsza od mediany i obie te wartoúci leøπ na
lewo od modalnej. W rozk≥adach prawoskoúnych najwiÍkszπ wartoúÊ przyjmuje úrednia,
zaú najniøszπ modalna.

Kurtoza (curtosis), wyliczana ze wzoru:

N
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4

4

)( µ
κ ,  po standaryzacji 3
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σ
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mierzy spiczastoúÊ rozk≥adu. Jeøeli kurtoza (miara sp≥aszczenia rozk≥adu) jest wyraünie
rÛøna od zera, wÛwczas rozk≥ad jest albo bardziej sp≥aszczony niø rozk≥ad normalny albo
bardziej wysmuk≥y (Ryc. 2). Kurtoza rozk≥adu normalnego wynosi dok≥adnie 0, wartoúci
γ 2†>0 charakteryzujπ rozk≥ady leptokurtyczne (wysmuk≥e), a γ 2 <0 rozk≥ady platykurtyczne

Ryc. 1. Typy rozk≥adÛw: a) normalny, b) dwumodalny, c) prawoskoúny, d) lewoskoúny.

Ryc. 2. Kurtoza rozk≥adu: a) rozk≥ad mezokurtyczny (normalny), b) z≥oøony rozk≥ad dwÛch populacji, dla

ktÛrych 21 xx ≅  oraz  s1 >> s2, c) rozk≥ad leptokurtyczny (wysmuk≥y), d) rozk≥ad platykurtyczny (sp≥aszczo-
ny).
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(sp≥aszczone). Rozk≥ad platykurtyczny jest szczegÛlnym przypadkiem rozk≥adu dwumodal-
nego (bimodal distribution) (Ryc. 1), to znaczy takiego, ktÛry posiada dwa maksima (Ryc.†2d).
Taki objaw wskazuje, øe prÛba nie jest jednorodna i jej obserwacje pochodzπ z†dwÛch rÛønych
populacji, z ktÛrych kaøda posiada rozk≥ad normalny. Taka ewidentna cecha powinna nas
sk≥oniÊ do rozseparowania prÛby na dwie subpopulacje i osobnπ charakterystykÍ kaødej
z†nich. Typ rozk≥adu leptokurtycznego moøe wskazywaÊ na wystÍpowanie dwÛch niezaleø-
nych subpopulacji normalnych o zbliøonych wartoúciach úredniej i†rÛønych wariancjach
(Ryc. 2b).

Przedzia≥ ufnoúci dla úredniej i wnioskowanie o wartoúci úredniej
dla populacji ogÛlnej

Jesteúmy najczÍúciej zainteresowani wartoúciami rÛønych statystyk prÛby badanej (ta-
kich jak na przyk≥ad úrednia czy odchylenie standardowe) tylko o tyle, o ile informujπ nas
one o stanie faktycznym w populacji generalnej. Zauwaøyliúmy poprzednio, øe najczÍúciej
nie znamy ani wartoúci úredniej ani zmiennoúci ca≥ej populacji ogÛlnej. Moøemy jedynie
z†okreúlonym prawdopodobieÒstwem i przybliøeniem szacowaÊ te wartoúci na podstawie
okreúlania parametrÛw prÛby losowej. W jaki sposÛb moøemy wykorzystaÊ estymowanπ
dla prÛby losowej wartoúÊ úredniej i b≥Ídu standardowego w celu okreúlenia najbardziej
prawdopodobnej wartoúci úredniej rzeczywistej? Okazuje siÍ, øe wartoúÊ úrednia jest szcze-
gÛlnie uøytecznπ miarπ tendencji centralnej rozpatrywanej zmiennej, jeúli jest podawana
wraz ze swym przedzia≥em ufnoúci (confidence interval). CzÍstπ formπ graficznej prezentacji
miary centralnej, miary rozrzutu oraz przedzia≥u ufnoúci na jednym wykresie jest wykres
ramkowy (tzw. wykres Ñpude≥ka z wπsamiî, box and whisker plot) (Ryc. 3).

Z poprzedniego rozdzia≥u wiemy, øe przy spe≥nionym warunku normalnoúci rozk≥adu
95% wszystkich úrednich czπstkowych populacji losowych bÍdzie leøa≥o w obszarze objÍ-
tym zakresem wyznaczonym przez wartoúÊ dwÛch odchyleÒ standardowych na lewo i na
prawo od úredniej rzeczywistej. årednia rzeczywista populacji, m bÍdzie rÛwna uúrednionej

Rozdzia≥ 3. Wybrane zagadnienia i problemy doboru w≥aúciwych metod statystycznych...

Ryc. 3. Przyk≥adowy wykres ramkowy ukazujπcy úredniπ ± SD oraz 95% przedzia≥ ufnoúci dla dwÛch zmien-
nych: wskaünika masy cia≥a (BMI) oraz stÍøenia inhibitora tkankowego aktywatora plazminogenu (PAI-1)
w†osoczu w grupie pacjentÛw z chorobπ wieÒcowπ.

± 1.00* odchylenie standardowe
± 1.96* odchylenie standardowe

úrednia
BMI PAI-1

100

80

60

40

20

0

-20



46

Biostatystyka ñ wykorzystanie metod statystycznych...

wartoúci wszystkich úrednich losowych, a odchylenie standardowe bÍdzie rÛwne b≥Ídowi
standardowemu úrednich losowych. Estymacja taka jest usprawiedliwiona pod warunkiem
duøej liczebnoúci prÛby (powyøej 60), gdyø wtedy charakterystyka rozk≥adu prÛby jest
bardzo bliska charakterystyce rozk≥adu normalnego nawet wtedy, gdy prÛba nie posiada
de†facto rozk≥adu normalnego. Dla takich prÛb odchylenie standardowe, s, jest dobrym
odzwierciedleniem odchylenia populacji, σ. W przypadku rozk≥adu normalnego moøemy
stwierdziÊ, øe 95% wszystkich úrednich prÛb losowych leøy w zakresie 1.96 odchyleÒ od
úredniej populacji, µ, czyli prawdopodobieÒstwo tego, øe okreúlona úrednia losowa leøy
w†obszarze objÍtym przez 1.96 odchyleÒ z kaødej strony od wartoúci úredniej dla populacji
wynosi 95%. W praktyce w≥aúciwoúÊ ta jest stosowana, aby na podstawie úredniej prÛby
oraz b≥Ídu standardowego oszacowaÊ zakres, wewnπtrz ktÛrego leøy úrednia rzeczywista.
Dla wartoúci prawdopodobieÒstwa 95% zakres ten wynosi od SEx *96.1−  do SEx *96.1+
i†nazywany jest 95% przedzia≥em ufnoúci dla úredniej (95% CI), zaú wartoúci od SEx *96.1−
do SEx *96.1+  okreúlane sπ jako granice przedzia≥u ufnoúci (confidence interval, CI). Moøemy
zapisaÊ, øe:

95% CI (duøe prÛby) = )/96.1( nsx ×± .

Poniewaø rÛønym wartoúciom prawdopodobieÒstwa odpowiadajπ rÛøne wartoúci dys-
trybuanty* rozk≥adu normalnego, postaÊ ogÛlna powyøszego rÛwnania wyglπda nastÍpujπ-
co:

CI (duøe prÛby) = )/'( nszx ×± .

W przypadku ma≥o licznych prÛb poprawnoúÊ powyøszych rozwaøaÒ moøe byÊ
podwaøona w dwÛch przypadkach. Po pierwsze, odchylenie standardowe prÛby, s, moøe
nie odzwierciedlaÊ w≥aúciwie odchylenia populacji ogÛlnej, σ (zobacz Rozdzia≥ ÑB≥πd standar-
dowy i precyzja okreúlania wartoúci úredniej prÛbyî). Po drugie, jeøeli rozk≥ad populacji nie jest
normalny, to rozk≥ad úrednich losowych moøe takøe nie byÊ normalny. Drugi przypadek jest
szczegÛlnie istotny, gdy liczebnoúÊ jest mniejsza niø kilkanaúcie obserwacji, a†rozk≥ad odstaje
znacznie od rozk≥adu normalnego (zobacz centralne twierdzenie graniczne). Czym wiÍksza
liczebnoúÊ prÛby, tym wiÍksze prawdopodobieÒstwo bliskiej aproksymacji rozk≥adu prÛby do
rozk≥adu granicznego. Graniczna wielkoúÊ prÛby zaleøy od tego, jak dalece dany rozk≥ad
odstaje od charakterystyki rozk≥adu normalnego, ale w praktyce dla wiÍkszoúci sytuacji
przyjmuje siÍ liczebnoúÊ wiÍkszπ od 15 przypadkÛw.

Z powyøszych wzglÍdÛw, w praktyce borykamy siÍ najczÍúciej jedynie z pierwszym
problemem, kiedy zmiennoúÊ prÛby nie jest w≥aúciwπ reprezentacjπ zmiennoúci populacji,
czyli kiedy s rÛøni siÍ znaczπco od σ. W rzeczywistoúci bardzo rzadko znamy faktycznπ
wartoúÊ σ, i jeøeli nie moøemy z rÛønych wzglÍdÛw zastπpiÊ jej wartoúciπ s prÛby badanej,
nie powinniúmy stosowaÊ rozk≥adu normalnego do szacowania przedzia≥Ûw ufnoúci. W†przy-
padkach takich wykorzystujemy tzw. rozk≥ad t Studenta, ktÛry moøe byÊ stosowany
zawsze z wyjπtkiem przypadkÛw bardzo silnie zaznaczonego niespe≥nienia normalnoúci
rozk≥adu.

* W sensie matematycznym wartoúÊ dystrybuanty (cumulative frequency, distribuant) w punkcie x definiu-
jemy jako prawdopodobieÒstwo tego, øe zmienna losowa xi przyjmie wartoúci mniejsze lub rÛwne
wartoúci x (zobacz przyk≥ady w ÑCzÍúci II ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî).
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Rozk≥ad t Studenta ma charakterystykÍ bardzo zbliøonπ do rozk≥adu normalnego: ma
dzwonowaty symetryczny kszta≥t, wartoúÊ úrednia wynosi 0 ñ podobnie jak w standaryzo-
wanym rozk≥adzie normalnym ñ ale jest on nieco bardziej skoúny (rozciπgniÍty na boki) od
rozk≥adu normalnego, szczegÛlnie przy niskich liczebnoúciach prÛby. Kszta≥t rozk≥adu t
zaleøy istotnie od liczby stopni swobody (d.f. = nñ1) (a wiÍc i od liczebnoúci): czym mniejsza
liczba stopni swobody, tym wiÍksze rozciπgniÍcie na boki. Punkty krytyczne (critical value,
percentage point) tego rozk≥adu odczytujemy zawsze dla wypadkowych wartoúci prawdopo-
dobieÒstwa (pola pod krzywπ) i liczby stopni swobody.

Przedzia≥ ufnoúci dla ma≥ych prÛb szacowany jest w oparciu o wartoúci krytyczne testu
t dla liczby stopni swobody (nñ1):

CI (ma≥e prÛby) = )/'( nstx ×±

Dla ma≥ej liczby stopni swobody wartoúci krytyczne rozk≥adu t (tí) sπ zdecydowanie
wyøsze niø odpowiednie wartoúci zí rozk≥adu normalnego, poniewaø w sytuacjach takich
wysokie jest prawdopodobieÒstwo, øe odchylenie standardowe prÛby, s, jest s≥abπ reprezen-
tacjπ odchylenia standardowego populacji, σ , i niepewnoúÊ takiej estymacji sprawia, øe
przedzia≥ ufnoúci jest znaczπco szerszy niø przy estymacji dla rozk≥adu normalnego przy
znanej wartoúci σ. W miarÍ wzrostu liczebnoúci prÛby, a wiÍc i liczby stopni swobody,
wartoúÊ s staje siÍ coraz bardziej reprezentatywna dla populacji i coraz bliøsza σ, a rozk≥ad t
staje siÍ prawie identyczny jak rozk≥ad normalny.

W przypadkach gdy normalnoúÊ rozk≥adu nie jest spe≥niona i odstÍpstwo od normal-
noúci jest bardzo silnie zaznaczone, moøna wykorzystaÊ rÛøne procedury transformacji
danych, ktÛre s≥uøπ normalizacji rozk≥adu, zastosowaÊ procedury (testy) odrzucania wyni-
kÛw niepewnych, lub teø stosowaÊ metody nieparametryczne. Pierwsze czy drugie podej-
úcie jest zdecydowanie lepsze niø ostatnie, gdyø nawet pomijajπc fakt, øe metody liczenia
nieparametrycznych przedzia≥Ûw ufnoúci sπ niezwykle skomplikowane, to naleøy zawsze
pamiÍtaÊ o korzyúciach, walorach, a takøe wygodzie stosowania testÛw opartych na
normalnoúci rozk≥adu.

W Tabeli 1 zebrano metody obliczania przedzia≥Ûw ufnoúci dla rÛønych liczebnoúci
i†typÛw rozk≥adu prÛby badanej.

Tab. 1. Zalecane metody obliczania przedzia≥u ufnoúci.

rozk≥ad prÛby
w przybliøeniu silnie odbiegajπcy

liczebnoúÊ prÛby normalny od normalnego*

odchylenie standardowe populacji σ nieznane

60 lub wiÍcej )/'( nszx ×± )/'( nszx ×±

mniej niø 60 )/'( nstx ×± testy nieparametryczne

odchylenie standardowe populacji σ znane

15 lub wiÍcej )/'( nzx σ×± )/'( nzx σ×±

mniej niø 15 )/'( nzx σ×± testy nieparametryczne

* poøπdane jest poddaÊ dane transformacji tak, aby ich rozk≥ad odpowiada≥ bardziej charakterystyce roz-
k≥adu normalnego.

Rozdzia≥ 3. Wybrane zagadnienia i problemy doboru w≥aúciwych metod statystycznych...
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Podsumowujπc, przedzia≥ ufnoúci dla wartoúci úredniej okreúla zakres wartoúci wokÛ≥
úredniej, co do ktÛrego spodziewamy siÍ, øe prawdziwa (tzn. ta charakterystyczna dla
populacji) wartoúÊ úrednia mieúci siÍ w nim z okreúlonym prawdopodobieÒstwem. Jeúli na
przyk≥ad w naszej prÛbie úrednia wynosi 20, a dolna i gÛrna granica przedzia≥u ufnoúci
wynoszπ z prawdopodobieÒstwem 95% (czyli na poziomie istotnoúci α = 0.05) odpowied-
nio 15 i 25, to moøemy wnioskowaÊ, øe prawdopodobieÒstwo tego, iø úrednia wartoúÊ
w†populacji jest zawarta w przedziale od 15 do 25 wynosi 95%. Gdybyúmy zwiÍkszyli to
prawdopodobieÒstwo (czyli zmniejszyli istotnoúÊ), wÛwczas przedzia≥ uleg≥by poszerzeniu
zwiÍkszajπc tym samym pewnoúÊ oceny (i na odwrÛt). Jak uczy doúwiadczenie, im mniej
konkretna jest prognoza (tzn. im szerszy przedzia≥ ufnoúci), tym bardziej moøemy byÊ pewni,
øe siÍ ona sprawdzi. Naleøy takøe pamiÍtaÊ, øe wielkoúÊ przedzia≥u ufnoúci zaleøy od
wielkoúci prÛby oraz od zmiennoúci cechy badanej. Im wiÍksza jest prÛba, tym bardziej
wiarygodna jest ocena wartoúci úredniej, natomiast im wiÍksza zmiennoúÊ cechy, tym ocena
úredniej jest mniej wiarygodna. Obliczanie przedzia≥Ûw ufnoúci opiera siÍ na za≥oøeniu, øe
rozk≥ad zmiennej w populacji generalnej jest normalny. Ocena moøe nie byÊ dok≥adna, jeúli to
za≥oøenie nie jest spe≥nione, chyba, øe prÛba jest duøa.

Kierujπc siÍ wartoúciami dystrybuanty dla rÛønych punktÛw krytycznych rozk≥adu
normalnego, przyjÍto umownie, aby obserwacje o wartoúciach odstajπcych od úredniej
o†wiÍcej niø dwa odchylenia standardowe traktowaÊ jako ostrzegawcze, zaú te ktÛre rÛøniπ
siÍ o wiÍcej niø 3 odchylenia od úredniej ñ jako wπtpliwe.

Rozk≥ad dwumianowy

Jeøeli dla kaødego osobnika w prÛbie zmienna przyjmuje jednπ z dwÛch moøliwych
wartoúci (A lub B, albo 0 lub 1, np. dodatni lub ujemny wynik testu, zgon lub przeøycie), to
zmienna taka nazywa siÍ zmiennπ binarnπ, zaú jej rozk≥ad ñ rozk≥adem dwumianowym.
LiczbÍ osobnikÛw, dla ktÛrych wartoúciπ zmiennej jest jeden z takich alternatywnych
wyborÛw (r), do ca≥kowitej liczebnoúci prÛby (n) nazywamy proporcjπ (p) cechy A w†prÛbie:

n

r
p =

Zapis ten odczytujemy: prawdopodobieÒstwo (p), øe cecha A pojawi siÍ r razy wúrÛd n
osobnikÛw. Proporcja cechy A charakteryzuje siÍ oczywiúcie jakπú zmiennoúciπ w†populacji
i rÛøne prÛby losowe bÍdπ posiada≥y rÛøniπce siÍ wartoúci proporcji p. Wartoúci te podlegajπ
rozk≥adowi dwumianowemu i mogπ byÊ obliczone na podstawie ogÛlnej liczebnoúci prÛby
n oraz proporcji cechy A w populacji (π), ktÛra wyraøa prawdopodobieÒstwo, øe dowolny
wylosowany przypadkowo z tej populacji osobnik posiada cechÍ A.
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PrawdopodobieÒstwo, øe A wystπpi dok≥adnie r razy w prÛbie o liczebnoúci n, gdy
prawdopodobieÒstwo wystπpienia A u dowolnego osobnika wynosi π, obliczymy wed≥ug
rÛwnania:

rnr

rnr

n
ArP −−

−
= )1(

)!(!

!
)( ππ

Pierwsza czÍúÊ tego rÛwnania reprezentuje liczbÍ wszystkich moøliwych kombinacji,
w†jakich cecha A moøe byÊ spotkana r razy w populacji o liczebnoúci n, zaú druga czÍúÊ
wyraøa prawdopodobieÒstwo kaødej z tych moøliwych kombinacji. Tπ pierwszπ czÍúÊ
rÛwnania moøemy rozpisaÊ jako:
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Na Rycinie 4 przedstawiono przyk≥ady rozk≥adu dwumianowego dla rÛønych liczeb-
noúci prÛby n oraz rÛønych wartoúci prawdopodobieÒstwa π wystπpienia w populacji
cechy†A. Rozk≥ady te sπ zilustrowane dla rÛønych obserwowanych wartoúci r.

Zamiast obserwowanych wartoúci r moøemy zastosowaÊ wartoúÊ proporcji p dla
odpowiednich r. Dla prÛby o liczebnoúci n, liczba wystπpieÒ cechy r bÍdzie przyjmowaÊ

wartoúci 1, 2, 3, 4, 5.... n, zaú odpowiednie proporcje bÍdπ wynosiÊ: nnnnn
5

,
4

,
3

,
2

,
1

...1.

Zauwaømy, øe chociaø p jest u≥amkiem, rozk≥ad moøliwych wartoúci p jest dyskretny a nie
ciπg≥y, poniewaø w okreúlonej prÛbie moøe wystπpiÊ jedynie ograniczona liczba moøliwych
wariantÛw p.

Z uwagi na ten dyskretny rozk≥ad wartoúci obserwowanych r cechy A (lub proporcji),
wartoúÊ úrednia rozk≥adu dwumianowego cechy A jest rÛwna úredniej tej cechy w populacji,
natomiast jej zmiennoúÊ jest wyraøona przez wartoúÊ b≥Ídu standardowego, ktÛry okreúla
jak dobrze wartoúÊ obserwowana prÛby odzwierciedla wartoúÊ populacji ogÛlnej (Tab. 2).

Tab. 2. årednia i b≥πd standardowy populacji dla liczby wartoúci obserwowanych, proporcji oraz czÍstoúci
cechy A (wyraøonej w procentach).

wartoúÊ obserwowana úrednia populacji b≥πd standardowy

 liczba wystπpieÒ cechy A r nπ { })1( ππ −n

 proporcja cechy A nrp /=

 procent cechy A 100p 100π { }n/)1(100 ππ −

Uwaga: Na charakterystyce rozk≥adu dwumianowego oparte sπ testy istotnoúci dla proporcji omÛwione
w†dalszej czÍúci tego opracowania.

Rozdzia≥ 3. Wybrane zagadnienia i problemy doboru w≥aúciwych metod statystycznych...

π { }n/)1( ππ −
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Ryc. 4. Rozk≥ady dwumianowe dla rÛønych liczebnoúci prÛby n oraz rÛønych wartoúci prawdopodobieÒ-
stwa†π. Wartoúci obserwowane r zaznaczono na osi odciÍtych.
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Rozk≥ad Poissona

Rozk≥ad ten opisuje wystÍpowanie zdarzeÒ, zwykle pojawiajπcych siÍ niezbyt czÍsto,
w†okreúlonym interwale czasu. Warunkiem, aby ten typ rozk≥adu dobrze odzwierciedla≥
rzeczywistoúÊ jest, aby zdarzenia takie by≥y niezaleøne od siebie i pojawia≥y siÍ w sposÛb
czysto przypadkowy. Wyobraümy sobie pole w kszta≥cie kwadratu, ktÛre podzielone jest na
64 mniejsze pÛlka ñ tak jak na szachownicy. Na pole takie spadajπ krople deszczu, przy
czym oczywiúcie ≥atwo sobie wyobraziÊ, øe w ciπgu mierzalnego przedzia≥u czasu na kaøde
z 64 mniejszych spadnie nieidentyczna liczba kropli deszczu: na niektÛre pÛlka spadnie po
jednej kropli, na niektÛre po dwie, rzadko po trzy, jeszcze rzadziej po 4 krople, a zupe≥nie
sporadycznie wystπpi sytuacja, kiedy na pÛlko spadnie na przyk≥ad wiÍcej niø 10 kropli.
Przyjdzie nam to ≥atwiej, jeøeli wyobrazimy sobie, øe jest to nieintensywny, przelotny
deszcz ñ nie zaú rzÍsista ulewa ñ oraz øe naszej obserwacji dokonujemy w nied≥ugim czasie.
Rozk≥ad prawdopodobieÒstw, øe na kaøde z pojedynczych pÛl spadnie wzrastajπca liczba
kropli deszczu w danym przedziale czasu najlepiej opisuje w≥aúnie rozk≥ad Poissona.
Zauwaømy, øe opisane powyøej zjawisko dobrze obrazuje ograniczenia tego rozk≥adu.
Powinny to byÊ zdarzenia rzadkie, pojawiajπce siÍ sporadycznie, gdyø w miarÍ wzrostu
czÍstoúci zdarzenia i wyd≥uøania czasu obserwacji bÍdziemy siÍ przybliøali do sytuacji,
kiedy liczba elementarnych zdarzeÒ (w naszym przypadku liczba kropli deszczu, ktÛre
spad≥y na kaøde z 64 pÛl) bÍdzie coraz bardziej wyrÛwnana.

Inne przyk≥ady zjawisk przyrodniczych, czy tych przykuwajπcych naszπ uwagÍ w†nau-
kach przyrodniczych i biomedycznych, gdzie rozk≥ad Poissona znajduje zastosowanie, to
liczba rozpadÛw pierwiastka promieniotwÛrczego wykryta za pomocπ licznika scyntylacyj-
nego w krÛtkim, na przyk≥ad 2-3 minutowym, przedziale czasu, liczba okazÛw stonki
ziemniaczanej znaleziona na liúciach sadzonek ziemniaka, liczba obiektÛw znalezionych
w†jednostkowej przestrzeni (pod warunkiem, øe obiekty te sπ rozmieszczone w sposÛb
przypadkowy i niezaleøny jeden od drugiego), np. liczba komÛrek pasoøyta przypadajπca
na zainfekowanπ komÛrkÍ, czy liczba przypadkÛw zachorowaÒ (infekcji) w badanej grupie
osÛb. Ten ostatni przyk≥ad nawiπzuje do metod analizy czÍstoúci wystπpienia choroby
(zachorowalnoúci) omÛwionych w dalszej czÍúci tego opracowania (zobacz ÑMetody wyko-
rzystywane w badaniach populacyjnychî). ZwrÛÊmy uwagÍ na istotnoúÊ podstawowego wy-
magania tego rozk≥adu, to znaczy przypadkowego i niezaleønego rozmieszczenia zdarzeÒ/
obiektÛw. Na przyk≥ad, liczba jaj pasoøyta Schistosoma mansoni w preparatach prÛbek ka≥u
nie bÍdzie podlega≥a temu rozk≥adowi, gdyø jaja te majπ tendencjÍ do zlepiania siÍ
i†skupiania, czyli ich rozk≥ad nie bÍdzie niezaleøny. Podobnie, powinniúmy uwzglÍdniÊ
efekt skupiania w czasie i przestrzeni w przypadku niektÛrych chorÛb (np. rozk≥ad
zachorowalnoúci na bia≥aczkÍ u dzieci w†regionie elektrowni jπdrowej), gdyø moøe to
zaburzyÊ charakterystykÍ rozk≥adu Poissona. Aby upewniÊ siÍ czy taki typ rozk≥adu nie jest
naruszony, korzystamy z procedur sprawdzania typu rozk≥adu, opisanych w ÑCzÍúci II ñ
Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî.

Pod wzglÍdem rachunkowym funkcja gÍstoúci rozk≥adu Poissona opisuje prawdopo-
dobieÒstwo wystπpienia okreúlonej liczby x zdarzeÒ w przedziale czasu, przestrzeni (lub
regionie) i zaleøy tylko od jednego parametru µ, ktÛry jest úredniπ liczbπ zdarzeÒ w†prze-
dzia≥ach czasu o tej samej d≥ugoúci (lub w jednakowych regionach albo obszarach prze-
strzeni):

Rozdzia≥ 3. Wybrane zagadnienia i problemy doboru w≥aúciwych metod statystycznych...
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P ( x  zdarzeÒ) =
  e ñµ µx

.

Poniewaø zarÛwno 0! jak i µ0 sπ z definicji rÛwne jednoúci, to prawdopodobieÒstwo, øe
zdarzenie pojawi siÍ 0 razy (czyli nie wystπpi wcale) wynosi eñµ.

B≥πd standardowy dla wielu niezaleønych zdarzeÒ rÛwny jest pierwiastkowi úredniej:

SE =   µ

i szacowany jest w praktyce jako   x.

Ryc. 5. Rozk≥ady Poissona dla rÛønych wartoúci µ.

x!

√

√



53

WartoúÊ parametru µ decyduje o kszta≥cie rozk≥adu Poissona (Ryc. 5). Kszta≥t rozk≥adu
Poissona jest bardzo prawoskoúny dla niskich wartoúci úrednich µ, kiedy naleøy siÍ liczyÊ
z†wysokim prawdopodobieÒstwem niewystπpienia zdarzenia. Dla wzrastajπcych µ (µ >10)
rozk≥ad Poissona aproksymuje do rozk≥adu normalnego.

Wykorzystanie rozk≥adu Poissona w analizie czÍstoúci

Rozk≥ad Poissona moøe byÊ z powodzeniem wykorzystany do analizy czÍstoúci wystπ-
pienia choroby (zachorowalnoúci) (zobacz ÑMetody wykorzystywane w badaniach populacyj-
nychî).

W analizie wystÍpowania (rzadkich) zdarzeÒ w czasie moøemy wykorzystywaÊ cha-
rakterystykÍ rozk≥adu Poissona, jeúli tylko rejestrowane zdarzenia pojawiajπ siÍ niezaleønie
od siebie i sπ w sposÛb przypadkowy roz≥oøone w czasie. PamiÍtamy, øe úredniπ liczbÍ
zdarzeÒ w kolejnych obserwacjach wyraøamy jako µ, zatem moøemy zapisaÊ, øe úrednia
liczba zdarzeÒ µ pojawiajπca siÍ w jednostce czasu t bÍdzie wynosiÊ:

t

µλ = oraz
tt

SE
λµ

==

Jak widaÊ, wartoúÊ b≥Ídu standardowego maleje w miarÍ wyd≥uøania czasu obserwacji,
jako øe wartoúÊ†λ†bÍdzie w przybliøeniu taka sama dla krÛtkich i d≥ugich okresÛw obserwacji.

Rozdzia≥ 3. Wybrane zagadnienia i problemy doboru w≥aúciwych metod statystycznych...
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Rozdzia≥ 4

Testy istotnoúci
dla pojedynczej prÛby lub dwÛch prÛb

Ta grupa metod obejmuje testy umoøliwiajπce odpowiedü na pytanie, czy úrednia
prÛby badanej jest zgodna z hipotetycznπ úredniπ charakteryzujπcπ populacjÍ generalnπ
(testy dla pojedynczej prÛby), albo czy úrednie reprezentujπce kilka prÛb badanych sπ sobie
rÛwne. OgÛlny algorytm dzia≥ania tych procedur nazywa siÍ testowaniem istotnoúci i†pole-
ga na stawianiu hipotez statystycznych oraz orzekaniu o ich prawdziwoúci lub fa≥szywoúci.
Pod pojÍciem istotnoúci statystycznej (statistical significance) bÍdziemy rozumieli prawdopo-
dobieÒstwo pope≥nienia b≥Ídu przy weryfikacji hipotezy statystycznej, czyli ryzyko tego, øe
nasz werdykt nie bÍdzie pokrywa≥ siÍ z rzeczywistoúciπ (zobacz poniøej).

WúrÛd testÛw istotnoúci wyrÛøniamy testy parametryczne (to znaczy takie, ktÛre
zak≥adajπ normalnoúÊ rozk≥adu obserwacji, ktÛremu przypisaÊ moøna dwa parametry:
úredniπ i wariancjÍ) oraz testy nieparametryczne (ktÛre do analizy nie wykorzystujπ
bezpoúrednio wartoúci rejestrowanych, lecz nadawane im rangi).

W tej czÍúci zajmiemy siÍ jedynie testami parametrycznymi; procedury nieparame-
tryczne zostanπ omÛwione w osobnym rozdziale.

ZaleønoúÊ miÍdzy testami istotnoúci i przedzia≥ami ufnoúci

Czy istnieje jakaú zaleønoúÊ miÍdzy testowaniem istotnoúci rÛønic a wyznaczaniem
przedzia≥Ûw ufnoúci? Podczas gdy przedzia≥ ufnoúci podaje nam zakres wartoúci zmiennej
wokÛ≥ úredniej populacji (µ), w ktÛrym z okreúlonym prawdopodobieÒstwem powinniúmy
spodziewaÊ siÍ odnaleüÊ obserwacje z prÛby badanej, to test istotnoúci okreúla nam czy
zebrane przez nas obserwacje sπ spÛjne z jakπú wartoúciπ hipotetycznπ. Jeøeli ñ zgodnie
z†testem istotnoúci ñ wynik rÛøni siÍ od owej hipotetycznej wartoúci przy przyjÍtym
poziomie istotnoúci, to znaczy, øe wynik ten nie znajdzie siÍ w odpowiadajπcym przedziale
ufnoúci wokÛ≥ úredniej µ = 0. Jeøeli zaú wynik okaøe siÍ nieistotny (nieistotnie rÛøny od
hipotetycznego), oznacza to, øe mieúci siÍ on wewnπtrz zakresu wyznaczonego przez ten
przedzia≥ ufnoúci.

Testy jednostronne i obustronne

Nasze pytanie o rÛønicÍ miÍdzy wynikiem a wartoúciπ hipotetycznπ moøna postawiÊ
w†dwojaki sposÛb. Moøemy zapytaÊ, czy istnieje w ogÛle jakakolwiek istotna rÛønica ñ
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w†gÛrÍ lub w dÛ≥ ñ niewaøne czy nasz wynik bÍdzie mniejszy albo wiÍkszy od teoretycznej
przyjÍtej a priori wartoúci, ale powinien od niej byÊ rÛøny. W takim przypadku pomijamy
znak obliczonej wartoúci statystyki testu, poniewaø oczekujemy, iø w przypadku istotnej
rÛønicy wynik ten bÍdzie po≥oøony albo na lewym (gdy bÍdzie mniejszy od teoretycznej
wartoúci µ = 0) albo na prawym (wtedy, gdy bÍdzie wiÍkszy od hipotetycznej wartoúci
µ†=†0) kraÒcu rozk≥adu, w jego najbardziej peryferyjnych regionach nieobjÍtych tym obsza-
rem pola pod krzywπ, ktÛry odpowiada przyjÍtemu przez nas prawdopodobieÒstwu (np.
dla wartoúci prawdopodobieÒstwa 95%, to Ñresztkoweî pole na peryferiach rozk≥adu bÍdzie
wynosi≥o 5%, czyli po 2.5% po kaødej stronie wartoúci úredniej umieszczonej centralnie, por.
Ryc. 14 w czÍúci z zadaniami, przedstawiajπcπ dystrybuantÍ i proporcje rozk≥adu normalne-
go). W takim przypadku mamy do czynienia z testem obustronnym (two-tailed/two-sided test)
ñ niezaleønie od tego, w ktÛrym obszarze istotnoúci statystycznej symetrycznego rozk≥adu ñ
prawym czy lewym ñ znajdzie siÍ wynik, nazwiemy go wynikiem istotnie statystycznie
rÛønym od wartoúci hipotetycznej. Z drugiej strony, nasze pytanie moøe byÊ bardziej
konkretne, kiedy na przyk≥ad pragniemy wykazaÊ, øe nasz wynik jest istotnie wyøszy od
przyjÍtej wartoúci hipotetycznej. W takiej sytuacji oczekujemy, øe nasz istotnie rÛøny wynik
znajdzie siÍ konkretnie w prawym obszarze istotnoúci statystycznej. Typ testu, ktÛry
weryfikuje powyøsze z≥oøenie nazywamy testem jednostronnym (one-tailed/one-sided test).
Zauwaømy, øe przy tych samych warunkach prawdopodobieÒstwa (95%) rozmieszczenia
wartoúci wokÛ≥ úredniej teoretycznej µ, szansa znalezienia siÍ jakiegokolwiek wyniku w†pra-
wym obszarze istotnoúci statystycznej wynosi 2.5%. Przy danej wartoúci statystyki testu
opierajπcego siÍ na rozk≥adzie symetrycznym ñ takim jak rozk≥ad normalny lub rozk≥ad t
Studenta ñ prawdopodobieÒstwo znalezienia siÍ wyniku poza przedzia≥em ufnoúci jest dla
testu jednostronnego zawsze dwukrotnie mniejsze niø dla testu obustronnego. Wynika to
z†metody liczenia takiego prawdopodobieÒstwa w oparciu o†sumÍ logicznπ (albo lewostron-
ny albo prawostronny obszar ⇒   prawdopodobieÒstwo dla lewostronnego obszaru + praw-
dopodobieÒstwo dla prawostronnego obszaru).

Wyboru testu jednostronnego lub obustronnego dokonujemy zawsze w oparciu o†racjo-
nalne przes≥anki doúwiadczenia, a nie kierujπc siÍ perspektywπ wykazywania wyøszych
istotnoúci rÛønic. Ta ostatnia moøliwoúÊ jest kuszπca, ale naleøy pamiÍtaÊ, øe wybÛr taki
wiπøe siÍ takøe z wiÍkszym ryzykiem nies≥usznie odrzuconej hipotezy zerowej oraz
fa≥szywego wnioskowania o wystÍpowaniu efektu. Na przyk≥ad, badajπc skutecznoúÊ leku
nasennego na wyd≥uøenie snu, zak≥adamy a priori, øe ochotnicy przyjmujπcy ten lek bÍdπ
spali d≥uøej niø ochotnicy otrzymujπcy placebo, a nie øe osoby w obu grupach bÍdπ
przesypia≥y rÛønπ iloúÊ czasu. UwzglÍdnienie w analizie takiego badania takøe lewostron-
nego obszaru istotnoúci (tzn. wp≥ywu leku na skrÛcenie czasu snu) podwaøa bowiem
w†ogÛle sens interesowania siÍ tym lekiem jako úrodkiem nasennym. Naszym jedynym
racjonalnym wyborem bÍdzie wiÍc tutaj test jednostronny. Tak jest zresztπ z olbrzymiπ
wiÍkszoúciπ zastosowaÒ testu sparowanego ñ a priori zak≥adamy wystÍpowanie jakiegoú
ukierunkowanego efektu. Inaczej, jeøeli porÛwnujemy okreúlony parametr u pacjentÛw
reprezentujπcych rÛøne jednostki chorobowe: a priori nie zawsze moøemy przewidzieÊ
kierunek rÛønic.

Rozdzia≥ 4. Testy istotnoúci  dla pojedynczej prÛby lub dwÛch prÛb
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Budowanie i weryfikacja hipotez badawczych

ÑJa mogÍ siÍ myliÊ, ty moøesz mieÊ racjÍ, i wspÛlnym wysi≥kiem moøemy zbliøyÊ siÍ do prawdy...î

Karl Raimund Popper

Omawiajπc zasady formu≥owania hipotez badawczych, naleøy rozrÛøniÊ dwie kwestie.
Z jednej strony, mÛwimy o hipotezie badawczej, ktÛra jest stwierdzeniem precyzujπcym
istnienie jakiejú zaleønoúci, rÛønicy, mechanizmu funkcjonowania, prawdopodobieÒstwa
zachodzenia procesu, itp. Jest to jakby hipotetyczny scenariusz procesu biologicznego.

Przyk≥ad: Statyny (inhibitory reduktazy HMG-CoA) wp≥ywajπ na ekspresjÍ PAIñ1
w†komÛrkach na drodze hamowania geranylacji bia≥ka rho.

Z drugiej strony mamy hipotezÍ w ujÍciu statystycznym, ktÛra sprowadza siÍ do
potwierdzenia rÛwnoúci/nierÛwnoúci matematycznej.

Przyk≥ad: årednie masy cia≥a w dwÛch grupach badanych sπ rÛwne/sπ rÛøne.
Pojedyncza hipoteza statystyczna dotyczy fragmentu hipotezy badawczej; stπd kaødπ

koncepcjÍ badawczπ moøna sprowadziÊ do kilku/kilkunastu hipotez statystycznych ñ
kaøda z nich bÍdzie rewidowa≥a s≥usznoúÊ pojedynczych porÛwnaÒ.

Przyk≥ad: Badajπc hipotezÍ o statynach chcemy wykazaÊ, czy zastosowanie inhibitora
geranylacji daje podobny efekt jak zastosowanie statyn; wykazanie takiego podobieÒstwa/
analogii nie jest oczywiúcie øadnym dowodem na to, øe mechanizm dzia≥ania jest taki sam ñ
jest jednak prostym sposobem weryfikacji, czy podπøaÊ dalej tym torem rozumowania: jeøeli
stwierdzilibyúmy, øe efekty sπ podobne, to dalej naleøa≥oby sprawdziÊ, czy statyny wp≥ywa-
jπ na metabolizm (obrÛt metaboliczny) geranylogeranylofosforanu oraz, czy geranylacja
bia≥ka rho jest istotnie niøsza po zastosowaniu statyn. Moøliwe do sprecyzowania hipotezy
statystyczne mogπ mieÊ brzmienie:
ï Hipoteza 1: szybkoúÊ zuøywania geranylogeranylofosforanu jest taka sama/nie jest taka

sama w obecnoúci i nieobecnoúci statyn.
ï Hipoteza 2: stÍøenie geranylowanego bia≥ka rho jest/nie jest takie samo w obecnoúci i†nie-

obecnoúci statyn.
Weryfikujπc te hipotezy mamy szansÍ u≥oøenia stwierdzeÒ/orzeczeÒ, na podstawie ktÛ-

rych da siÍ stworzyÊ scenariusz dzia≥ania statyn. Od w≥aúciwego sprecyzowania hipote-
zy statystycznej zaleøy to, czy bÍdziemy mogli dowieúÊ (z okreúlonym prawdopodobieÒ-
stwem) jej s≥usznoúci lub fa≥szywoúci. Hipotezy statystyczne zestawia siÍ parami: hipotezie
podstawowej (tzw. zerowej ñ null hypothesis) przeciwstawia siÍ hipotezÍ przeciwnπ (alter-
natywnπ ñ alternate hypothesis) ñ w taki sposÛb, øe jedna jest zaprzeczeniem drugiej. For-
mu≥a stawiania hipotez statystycznych jest ustalona ñ nie ma tutaj duøej dowolnoúci, jak
powinna brzmieÊ hipoteza zerowa, a jak hipoteza alternatywna. Wynika to z faktu, øe
moøliwe jest jedynie odrzucenie hipotezy zerowej (z okreúlonym prawdopodobieÒstwem),
ale nigdy udowodnienie jej prawdziwoúci.

Precyzowanie hipotez polega na zestawieniu par przeciwieÒstw, np. stwierdzeÒ:
ï Hipoteza zerowa (H0) ñ fakt A jest prawdziwy.
ï Hipoteza alternatywna (HA) ñ fakt A jest fa≥szywy.

Umownie przyjÍto, aby hipoteza zerowa zak≥ada≥a niewystÍpowanie rÛønic, natomiast
hipoteza alternatywna wskazuje na wystÍpowanie jednej lub wielu rÛønic.
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Hipoteza moøe byÊ odrzucona, jeøeli materia≥ dowodowy pozwala nam orzec z duøym
prawdopodobieÒstwem, øe hipoteza jest fa≥szywa. Z drugiej strony, hipoteza nie moøe byÊ
odrzucona, jeøeli nie mamy podstaw do jej zaprzeczenia.

Zaprzeczeniem hipotezy zerowej jest hipoteza alternatywna. Tylko jedna z nich moøe
byÊ prawdziwa, a wtedy druga musi byÊ fa≥szywa, poniewaø obie hipotezy obejmujπ
wszystkie moøliwe warianty/moøliwoúci. Konsekwencjπ niespe≥nienia rÛwnoúci µ1 = µ2

musi byÊ zaakceptowanie nierÛwnoúci µ1 ≠ µ2.
Hipoteza zerowa postuluje, øe µ1 = µ2. W rzeczywistoúci testujemy rÛwnoúÊ 21 XX =

i†zak≥adamy, øe wartoúci úrednie dla prÛb badanych sπ reprezentatywne dla populacji
generalnej.

Zasadπ udowadniania prawdziwoúci nierÛwnoúci µ1 ≠ µ2 przy uøyciu testu statystycz-
nego jest obliczanie tzw. statystyki testu w oparciu o zebrane dane pomiarowe. Jeøeli
statystyka porÛwnania dwÛch úrednich jest rÛwna zeru, to oznacza to, øe dwie úrednie sπ
identyczne. Im bardziej wartoúÊ testu odbiega od wartoúci 0, tym wiÍksze jest prawdopodo-
bieÒstwo, øe úrednie rÛøniπ siÍ istotnie od siebie w sposÛb nieprzypadkowy. Innymi s≥owy,
im wiÍksza jest wartoúÊ obliczonej statystyki, tym mniejsze sπ szanse, øe hipoteza zerowa
jest prawdziwa, a takøe, øe obliczona rÛønica jest dzie≥em przypadku, a nie prawid≥owoúciπ.

Skoro hipoteza zerowa jest nieprawdziwa, to znaczy, øe prawdziwa jest hipoteza
alternatywna. Poniewaø prawie nigdy nie znamy wartoúci rzeczywistych charakteryzujπ-
cych miary po≥oøenia i rozproszenia dla danej zbiorowoúci, a jedynie dostrzegamy Ñpo-
blaskî rzeczywistoúci na podstawie analizy prÛby losowej, przeto o prawdziwoúci czy
fa≥szywoúci hipotez statystycznych moøemy orzekaÊ z okreúlonym prawdopodobieÒstwem
mniej lub bardziej rÛønym od 1. WartoúÊ tego prawdopodobieÒstwa precyzujπ dwa b≥Ídy
statystyczne testowania hipotez.

PrawdopodobieÒstwo b≥Ídu I rodzaju (α) (type I statistical error), to prawdopodobieÒ-
stwo b≥Ídnego odrzucenia hipotezy H0 w przypadku, gdy jest ona prawdziwa. B≥πd
I†rodzaju pope≥niamy, jeøeli mylnie odrzucamy prawdziwπ hipotezÍ zerowπ.

PrawdopodobieÒstwo b≥Ídu II rodzaju (β) (type II statistical error), to prawdopodobieÒ-
stwo b≥Ídnego odrzucenia hipotezy HA w przypadku, gdy jest ona poprawna. B≥πd
statystyczny II rodzaju pope≥niamy, jeøeli nie odrzucamy hipotezy zerowej wtedy, gdy jest
ona fa≥szywa.

úwiat realny
wynik testu H0 jest prawdziwa H0 jest fa≥szywa

odrzuciÊ H0 b≥πd I rodzaju wniosek s≥uszny
(prawdopodobieÒstwo = istotnoúÊ) (prawdopodobieÒstwo = moc testu)

nie odrzucaÊ H0 wniosek s≥uszny b≥πd II rodzaju
(prawdopodobieÒstwo = 1 ñ istotnoúÊ) (prawdopodobieÒstwo = 1 ñ moc testu)

Zauwaømy, øe w przypadku, gdybyúmy znali wyniki dla ca≥ej populacji generalnej,
hipoteza zerowa musia≥aby byÊ albo prawdziwa, albo fa≥szywa z prawdopodobieÒstwem
100% ñ tym samym ryzyko pope≥nienia b≥Ídu I lub II rodzaju by≥oby zerowe.

PrawdopodobieÒstwo b≥Ídu II rodzaju oraz moc testu bardzo istotnie zaleøy od
liczebnoúci prÛby oraz wielkoúci minimalnej rÛønicy, jakπ badacz chce wykryÊ. Moc testu, to
zdolnoúÊ testu do wykrycia istotnej rÛønicy, jeøeli takowa naprawdÍ istnieje (zobacz teø
ÑMetody estymacji liczebnoúci prÛbyî).

Schemat pope≥niania b≥ÍdÛw statystycznych nawiπzuje do zasad legislacyjnych przy
orzekaniu winy lub niewinnoúci.
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úwiat realny ñ oparty na faktach
werdykt jest niewinny jest winny

nie jest winny † b≥πd II rodzaju
jest winny b≥πd I rodzaju

Jeøeli podsπdny jest niewinny, a sπd orzeka jego winÍ, to pope≥niany jest b≥πd I rodzaju
(podsπdny wys≥any zostaje do wiÍzienia Ñza niewinnoúÊî). Z drugiej strony, jeøeli podsπdny
jest winny, a sπd orzeka jego niewinnoúÊ, to pope≥niany jest b≥πd II rodzaju (sπd uwalnia
winowajcÍ). Jeøeli sπd orzeka Ñniewinnyî nie oznacza to, øe podsπdny nie pope≥ni≥ winy.
Podobnie ñ w testowaniu hipotez statystycznych ñ decyzja nie brzmi ÑprzyjπÊ hipotezÍ
zerowπî, lecz Ñnie odrzucaÊ hipotezy zerowejî ñ to nie to samo. Dlatego w testowaniu
statystycznym nigdy nie moøemy udowodniÊ prawdziwoúci hipotezy zerowej ñ moøemy jπ
jedynie odrzuciÊ. Kiedy orzekamy, øe wynik jest nieistotny statystycznie, nie znaczy to, øe
przyjmujemy hipotezÍ zerowπ, po prostu jej nie odrzucamy. PamiÍtajπc, øe to nie to samo,
naleøy w≥aúciwie wyraøaÊ i budowaÊ hipotezy statystyczne tak, aby dawa≥y nam najbar-
dziej wiarygodne podstawy do udowadniania hipotez naukowych.

Jak stwierdziÊ czy wynik jest rzeczywiúcie istotny? Nie moøna niestety uniknπÊ
dowolnoúci, co do tego jaki poziom istotnoúci sk≥onni jesteúmy uznaÊ jako rzeczywiúcie
istotny. Oznacza to, øe wybÛr poziomu istotnoúci, powyøej ktÛrego wynik bÍdzie odrzuca-
ny jako nieistotny jest wyborem arbitralnym. W praktyce oznacza to, øe ostateczna decyzja
w tym wzglÍdzie zaleøy od wielu czynnikÛw, od tego czy wynik by≥ przewidziany a priori
czy teø jedynie by≥ odkryty post hoc (po fakcie) w wyniku analiz i porÛwnaÒ przeprowadzo-
nych na okreúlonej zbiorowoúci danych, od zebranego materia≥u doúwiadczalnego, jak i†od
tradycji panujπcej w danej dziedzinie badaÒ. W wielu dziedzinach badaÒ jako typowπ
wartoúÊ granicznπ poziomu istotnoúci przyjmuje siÍ p <0.05. Poniøej tej wartoúci wynik
oceniany jest jako statystycznie istotny. Zauwaømy, øe jest to wartoúÊ, ktÛra niesie w sobie
doúÊ duøe ryzyko pope≥nienia b≥Ídu (5%). W badaniach biomedycznych wyniki istotne na
poziomie p <0.01 uwaøa siÍ powszechnie jako statystycznie istotne, zaú wyniki istotne na
poziomie p <0.005 lub p <0.001 postrzega siÍ jako wysoce istotne. Naleøy jednak mieÊ
úwiadomoúÊ, øe tego typu klasyfikacje sπ niczym innym niø tylko konwencjami o duøej
dozie dowolnoúci, opartymi na doúwiadczeniu badawczym.

Aby postawienie hipotez nawiπzywa≥o do úwiata rzeczywistego, badacz powinien
zadbaÊ o w≥aúciwy dobÛr osobnikÛw/prÛb reprezentatywnych dla badanych populacji. Na
przyk≥ad, badajπc wp≥yw leku na w≥aúciwoúci reologiczne krwi u mÍøczyzn ochotnikÛw
w†wieku 18-55 lat nie bÍdziemy nigdy mogli wnioskowaÊ o skutecznoúci dzia≥ania tego
leku w ogÛlnej populacji, poniewaø nasza prÛba nie obejmuje kobiet, ludzi w starszym
wieku, dzieci, itd.

Podsumowanie

ï W ujÍciu statystycznym weryfikacja hipotezy oznacza potwierdzanie rÛwnoúci/nierÛw-
noúci matematycznej.

ï Kaøda pojedyncza hipoteza statystyczna dotyczy fragmentu hipotezy badawczej, a kaødπ
koncepcjÍ badawczπ moøna roz≥oøyÊ na kilka czy kilkanaúcie hipotez statystycznych.

ï Hipotezy statystyczne zestawia siÍ parami w taki sposÛb, aby hipoteza podstawowa (tzw.
zerowa) i przeciwstawna do niej hipoteza alternatywna wzajemnie siÍ wyklucza≥y.
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ï Umownie przyjmuje siÍ, øe hipoteza zerowa zak≥ada niewystÍpowanie rÛønic, zaú hipote-
za alternatywna wskazuje na wystÍpowanie jednej lub wielu rÛønic.

ï Hipoteza moøe byÊ odrzucona jedynie z okreúlonym prawdopodobieÒstwem, a nigdy
z†zupe≥nπ pewnoúciπ. Jeøeli nie mamy podstaw do zaprzeczenia hipotezy, to nie moøe
byÊ ona odrzucona, ale nie oznacza to, øe jest prawdziwa.

ï Im wiÍksza jest wartoúÊ obliczonej statystyki testu stosowanego do weryfikacji hipotez,
tym mniejsze sπ szanse, øe hipoteza zerowa jest prawdziwa.

ï Jeøeli mylnie odrzucamy prawdziwπ hipotezÍ zerowπ, to pope≥niamy b≥πd I rodzaju (b≥πd
α), jeøeli zaú mylnie nie odrzucamy fa≥szywej hipotezy zerowej, to pope≥niamy b≥πd sta-
tystyczny II rodzaju (b≥πd β).

ï IstotnoúÊ wyniku testu statystycznego, to prawdopodobieÒstwo pope≥nienia b≥Ídu α, zaú
prawdopodobieÒstwo odrzucenia fa≥szywej hipotezy zerowej, to moc testu.

ï W testowaniu statystycznym nigdy nie moøemy udowodniÊ prawdziwoúci hipotezy ze-
rowej ñ moøemy jπ jedynie odrzuciÊ. Orzeczenie nieistotnoúci wyniku nie oznacza akcep-
tacji hipotezy zerowej, lecz jedynie jej nieodrzucenie w danej sytuacji.

Testy istotnoúci dla pojedynczej prÛby

Ta grupa metod obejmuje testy umoøliwiajπce odpowiedü na pytanie, czy úrednia prÛby
badanej jest zgodna z hipotetycznπ úredniπ charakteryzujπcπ populacjÍ generalnπ. Oparte sπ
one na statystyce rozk≥adu†t Studenta lub rozk≥adu normalnego, a kryteria wyboru jednego
z nich sπ takie same, jak przy obliczaniu przedzia≥Ûw ufnoúci. NajczÍúciej stosowanymi
testami istotnoúci dla pojedynczej prÛby sπ: test normalny, test t Studenta oraz sparowany
test t Studenta.

Przyk≥ady zastosowaÒ tych procedur zamieszczono w ÑCzÍúci II ñ Uzupe≥nienia, przyk≥a-
dy i zadaniaî.

Sparowany test t

Sparowany test t Studenta (paired t test, pair-matched Student t test) jest szczegÛlnym
przypadkiem testu dla pojedynczej prÛby. Pozwala on na sprawdzenie, czy rÛønica wartoúci
miÍdzy parπ obserwacji dokonanych na jednym obiekcie (np. w jakimú odstÍpie czasu) jest
rÛwna zero. OgÛlnie, test s≥uøy do weryfikacji istotnoúci wp≥ywu okreúlonego czynnika na
zachowanie siÍ zmiennej (np. wp≥yw leku na jakiú parametr krwi, úrodka nasennego na
d≥ugoúÊ snu, zwiπzku chemotaktycznego na aktywnoúÊ lub migracjÍ komÛrek, zabiegu
kardiochirurgicznego na reaktywnoúÊ p≥ytek krwi, itp.). Test ten weryfikuje hipotezÍ
zerowπ mÛwiπcπ, øe úrednia rÛønica miÍdzy wartoúciami dwÛch zmiennych dobranych
parami jest rÛwna zeru (doúwiadczalne x = 0). Jeøeli nie odrzucimy hipotezy zerowej, to
zgadzamy siÍ przyjπÊ, øe wartoúÊ zmiennej w przypadku dzia≥ania jakiegoú czynnika
i†w†przypadku jego nieobecnoúci jest taka sama (teoretyczna m = 0). Jeøeli natomiast stwier-
dzamy wystÍpowanie rÛønicy, to jej przyczyny mogπ byÊ dwojakie. Po pierwsze, rÛønice
mogπ wynikaÊ ze zmiennoúci zwiπzanej z†losowaniem prÛby. Nawet, jeøeli czynnik rzeczy-
wiúcie nie ma wp≥ywu na wartoúÊ zmiennej, to w†praktyce rÛønica miÍdzy parami obserwa-
cji rzadko kiedy jest dok≥adnie rÛwna zeru. Druga przyczyna moøe byÊ taka, øe badany
czynnik rzeczywiúcie wp≥ywa na zmiany wartoúci zmiennej. Sparowany test istotnoúci

Rozdzia≥ 4. Testy istotnoúci  dla pojedynczej prÛby lub dwÛch prÛb
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t†Studenta pozwala nam okreúliÊ, ktÛre wyjaúnienie wystÍpowania niezerowych rÛønic jest
bardziej prawdopodobne. Hipoteza zerowa testu zak≥ada, øe pierwsze wyjaúnienie (przy-
padkowe wystÍpowanie niezerowych rÛønic) jest prawdziwe. Test pozwala nam obliczyÊ
prawdopodobieÒstwo zdarzenia, øe obserwowana niezerowa rÛønica jest dzie≥em przypadku
wtedy, gdy hipoteza zerowa jest prawdziwa. Innymi s≥owy, obliczamy prawdopodobieÒstwo
uzyskania rÛønicy tak duøej lub wiÍkszej niø ta obliczona na podstawie obserwacji. Prawdo-
podobieÒstwo to jest naszym poziomem istotnoúci. Jeøeli rÛønica miÍdzy n parami obserwacji
posiada rozk≥ad normalny, to wartoúÊ )//()( nsx µ− naleøy do pola pod krzywπ rozk≥adu t
Studenta o nñ1 stopniach swobody. Poniewaø hipoteza zerowa zak≥ada, øe teoretyczna
rÛønica miÍdzy parami obserwacji wynosi zero, statystyka sparowanego testu t wynosi:

tpar  
ns

x

/
=  d.f. = n ñ 1

Obliczonπ wartoúÊ tdoúw porÛwnujemy z wartoúciπ teoretycznπ odczytanπ w tablicach
rozk≥adu t Studenta dla okreúlonej liczby stopni swobody oraz przyjÍtego poziomu istotno-
úci (prawdopodobieÒstwa pope≥nienia b≥Ídu przy wnioskowaniu, øe obserwowana rÛønica
nie jest spowodowana przez czysty przypadek). Jeøeli tdoúw ≥ tteor to z prawdopodobieÒ-
stwem nie mniejszym od przyjÍtego (przy przyjÍtym poziomie istotnoúci <p) moøemy
odrzuciÊ hipotezÍ zerowπ i przyjπÊ hipotezÍ alternatywnπ; odwrotnie, jeøeli tdoúw < tteor to
przy przyjÍtym poziomie istotnoúci nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej (ale
nie oznacza to, øe hipoteza ta jest s≥uszna, zobacz wyøej). Innymi s≥owy, czym wiÍksza
obliczona wartoúÊ t (tdoúw) (znak wyraøenia pomijamy), tym mniej prawdopodobne jest, aby
niezerowa rÛønica miÍdzy parami obserwacji by≥a uzyskana przez czysty przypadek. Czym
niøszy poziom istotnoúci tym wynik jest bardziej znamienny, gdyø tym bardziej przemawia
za odrzuceniem hipotezy zerowej.

Warto uúwiadomiÊ sobie, øe w przypadku stosowania testu sparowanego interesujemy
siÍ w≥aúciwie wartoúciami rÛønic miÍdzy parami obserwacji, nie zaú samymi wartoúciami
obserwacji. Toteø nasze wymagania dotyczπce np. normalnoúci rozk≥adu zmiennej stosujπ
siÍ takøe do owych rÛønic, a nie do samych zmiennych. To rozk≥ad rÛønic powinien byÊ
normalny, abyúmy mogli korzystaÊ z ÑudogodnieÒî statystyki rozk≥adu normalnego. Nie jest
takøe zasadne porÛwnywanie wariancji w badanych grupach, gdyø parametrami rozk≥adu
opisujπcego pary naszych obserwacji sπ úrednia rÛønic i wariancja rÛønic (nie zaú obserwacji
czπstkowych).

Test t Studenta dla pojedynczej prÛby

Test ten weryfikuje hipotezÍ, czy úrednia prÛby jest istotnie rÛøna od hipotetycznej
úredniej µ (lub úredniej charakteryzujπcej populacjÍ ogÛlnπ). Zgodnie z rozwaøaniami na
temat testu sparowanego, wartoúÊ statystyki testu t Studenta dla pojedynczej prÛby okreúla
rÛwnanie:
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dla liczby stopni swobody (d.f.) = n ñ 1.
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Test normalny (test z) (normal test, z test)

Podobnie jak w przypadku szacowania przedzia≥Ûw ufnoúci, zamiast testu t Studenta
wykorzystuje siÍ zamiennie test normalny, gdy liczebnoúÊ prÛb jest duøa (przynajmniej 60
przypadkÛw) lub w rzadko spotykanych sytuacjach, gdy znana jest wartoúÊ odchylenia
standardowego populacji (σ). WartoúÊ statystyki tego testu obliczamy wed≥ug rÛwnaÒ:

dla duøych prÛb: 
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Testy istotnoúci dla porÛwnywania dwÛch prÛb

Istotπ testÛw dla porÛwnaÒ dwÛch lub wiÍcej grup jest badanie czy zmiennoúÊ miÍdzy-
grupowa (between-group variability) przewaøa nad zmiennoúciπ wewnπtrzgrupowπ (within-
group variability). Jeøeli zakres zmiennoúci obserwowanej wewnπtrz kaødej grupy jest mniej-
szy niø zakres zmiennoúci cechy miÍdzy porÛwnywanymi zbiorowoúciami obserwacji, to
intuicyjnie dostrzegamy, øe zbiorowoúci takie mogπ byÊ odseparowane od siebie i†tworzyÊ
izolowane populacje. Zasada dzia≥ania tych testÛw jest podobna jak w przypadku testÛw
istotnoúci dla pojedynczej prÛby. RÛwnania s≥uøπce do obliczania statystyki testu sπ jednak
rÛøne, poniewaø testy te wymagajπ dodatkowo, aby odchylenia standardowe porÛwnywa-
nych ze sobπ prÛb by≥y nie istotnie rÛønie od siebie. PorÛwnywanie úrednich przy uøyciu tych
testÛw wymaga ponadto, aby prÛby by≥y niezaleøne. TestÛw tych nie powinno siÍ zatem
stosowaÊ do porÛwnywania úrednich estymowanych dla tej samej prÛby ñ w takim przypad-
ku stosujemy omÛwiony wczeúniej sparowany test t Studenta (test dla prÛb zaleønych).
TestÛw tych nie stosujemy takøe do porÛwnywania wiÍcej niø dwÛch úrednich (na zasadzie
Ñkaøda z kaødπî) ñ w†takich przypadkach nieodzowne jest zastosowanie poprawki Bonferro-
niego, lub wykorzystanie analizy wariancji i testÛw porÛwnaÒ wielokrotnych (post hoc).

OgÛlnie, testy te pozwalajπ na obliczanie wartoúci statystyki dla okreúlonej rÛønicy
miÍdzy dwoma prÛbami. Aby moøna siÍ by≥o wypowiedzieÊ na temat tego, w jakim
regionie obszaru pod krzywπ leøy obliczona wartoúÊ statystyki testu, musimy wiedzieÊ,
z†jakim typem rozk≥adu mamy do czynienia. Podobnie jak w poprzednich rozwaøaniach,
jest nam bardzo wygodnie przyjπÊ, øe jest to rozk≥ad normalny, czyli øe poszczegÛlne
wartoúci rÛønic obliczanych miÍdzy úrednimi dla wylosowanych prÛb losowych z dwÛch
porÛwnywanych populacji majπ rozk≥ad normalny. Warunek ten jest spe≥niony, jeøeli kaøda
z porÛwnywanych populacji ma rozk≥ad normalny. årednia ze wszystkich estymowanych
rÛønic wynosi wtedy µ1ñµ2. Hipoteza zerowa ma wtedy takπ postaÊ, øe zak≥ada ona
rÛwnoúÊ úrednich w porÛwnywanych populacjach. ZmiennoúÊ rÛønic opisuje rÛwnanie
bÍdπce kombinacjπ miar rozrzutu obu populacji przy uwzglÍdnieniu liczebnoúci prÛb:
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Test normalny

Jest stosowany wtedy, gdy badane prÛby majπ duøπ liczebnoúÊ lub w rzadkich przypad-
kach, gdy znamy wartoúci odchyleÒ standardowych populacji:

dla duøych prÛb:
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Przedzia≥ ufnoúci
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Test t Studenta (Student t test for independent variables)

Stosujemy go w przypadku prÛb o ma≥ej liczebnoúci. Wymaga on, podobnie jak test
istotnoúci dla pojedynczej prÛby, aby rozk≥ady cech w porÛwnywanych populacjach by≥y
normalne, ale jest stosunkowo ma≥o wraøliwy na niespe≥nienie tego warunku. Innym
warunkiem jest rÛwnoúÊ odchyleÒ standardowych w obu porÛwnywanych populacjach.
B≥πd standardowy dla úredniej rÛønic wynosi:
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gdzie σ oznacza wspÛlnπ wartoúÊ odchylenia standardowego dla dwÛch populacji o†czπstko-
wych odchyleniach σ1 i σ2 z liczbπ stopni swobody 2)1()1( 2121 −+=−+− nnnn .

Na wartoúÊ takiego wspÛlnego odchylenia dla dwÛch populacji o nierÛwnych liczebnoú-
ciach wiÍkszy wp≥yw ma odchylenie liczniejszej prÛby, ktÛre jest bardziej wiarygodne:
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Odpowiednio, statystyka testu t jest liczona jako:
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zaú przedzia≥ ufnoúci jako:
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W przypadku heteroscedastycznoúci (nierÛwnoúÊ wariancji) poøπdane jest najpierw
sprÛbowaÊ poddaÊ dane transformacji tak, aby moøna by≥o zastosowaÊ test t Studenta
(zobacz ÑTransformacja danych i odstajπce obserwacje ñ sposoby Ñnormalizacjiî rozk≥aduî). Alter-
natywnie, moøna wykorzystaÊ testy nieparametryczne (np. test U Manna-Whitneya, test
sumy rang Wilcoxona).

Podsumowanie

Test t Studenta do porÛwnywania dwÛch prÛb zak≥ada, øe obie prÛby zosta≥y wylosowa-
ne z populacji o rozk≥adzie normalnym o rÛwnych wariancjach. Nie zawsze jednak moøna
byÊ pewnym, øe oba te kryteria sπ spe≥nione. SzczÍúliwie dla badacza, test t jest bardzo
Ñodpornyî na naruszenie tych za≥oøeÒ, szczegÛlnie w przypadkach, gdy prÛby sπ jednakowo
lub prawie jednakowo liczne, oraz gdy stosujemy test obustronny. Dobrze jest pamiÍtaÊ, øe
ÑodpornoúÊî taka wzrasta ze wzrostem liczebnoúci prÛby. Jeøeli rozk≥ady badanych prÛb sπ
wyraünie skoúne (asymetryczne), to oczywiúcie sπ to szczegÛlne okolicznoúci, kiedy powinni-
úmy unikaÊ testÛw jednostronnych ñ zw≥aszcza testowania przy niskich poziomach istotno-
úci. Moc testu jest s≥abo wraøliwa na skoúnoúÊ w przypadku testÛw obustronnych, ale z kolei
bardzo wraøliwa w testach jednostronnych. W przypadku nierÛwnych wariancji obu prÛb,
prawdopodobieÒstwo pope≥nienia b≥Ídu I rodzaju jest wiÍksze niø za≥oøona wartoúÊ α, ale
jeøeli prÛby sπ w przybliøeniu jednakowo liczne, test t pozostaje s≥abo wraøliwy na nierÛwnoúÊ
wariancji dla licznych i bardzo licznych prÛb. Jeøeli n1 ≠ n2, to prawdopodobieÒstwo pope≥nie-
nia b≥Ídu I rodzaju jest niøsze od α, gdy wiÍksza wariancja dotyczy bardziej licznej prÛby,
i†odwrotnie. RÛønice wariancji do 10% sπ do przyjÍcia, czym wiÍksza heteroscedastycznoúÊ tym
wiÍksze odstÍpstwa rzeczywistej wartoúci prawdopodobieÒstwa od przyjÍtego α. Niekiedy
zaleca siÍ sprawdzenie rÛwnoúci wariancji przed zastosowaniem testu t, ale zwaøywszy, øe
test t jest stosunkowo s≥abo wraøliwy na naruszenie za≥oøenia jednorodnoúci wariancji, oraz
øe testy do jej weryfikacji nie sprawdzajπ siÍ w przypadku odstÍpstw od normalnoúci
rozk≥adu, czÍstπ praktyka jest poniechanie tego etapu analizy. W przypadku powaønych
naruszeÒ za≥oøeÒ stosowania testÛw parametrycznych oraz niewielkiej liczebnoúci prÛb,
korzystamy z metod nieparametrycznych.

Co powinniúmy zrobiÊ przed przystπpieniem do testowania istotnoúci testami t?

ï ObejrzeÊ jak wyglπda rozk≥ad wynikÛw ñ graficzna prezentacja rozk≥adu wynikÛw daje nam
duøo informacji nawet przed przeprowadzeniem testÛw normalnoúci czy jednorodnoúci
wariancji.

ï Moøemy skorzystaÊ z metod transformacji danych, co wielokrotnie zaowocuje normali-
zacjπ transformowanych danych pomiarowych.

ï Nie musimy siÍ natomiast martwiÊ rÛwnoúciπ wariancji w przypadku testu sparowane-
go, gdyø to co badamy przy porÛwnywaniu zmiennych skojarzonych to zmiennoúÊ rÛø-
nic par wynikÛw.

Czego bezwzglÍdnie nie moøemy robiÊ?

ï StosowaÊ testu t do badania cech o rozk≥adach dyskretnych.
ï StosowaÊ testÛw porÛwnaÒ dwÛch prÛb do porÛwnaÒ wielokrotnych.
ï StosowaÊ testu t w przypadkach interakcji zmiennych kategoryzujπcych (czynnikÛw).

Rozdzia≥ 4. Testy istotnoúci  dla pojedynczej prÛby lub dwÛch prÛb
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Rozdzia≥ 5

Testy istotnoúci dla porÛwnywania wiÍcej
niø dwÛch prÛb ñ analiza wariancji

Istotπ analizy wariancji, podobnie jak testÛw dla porÛwnaÒ dwÛch grup, jest badanie,
czy zmiennoúÊ miÍdzygrupowa przewaøa nad zmiennoúciπ wewnπtrzgrupowπ. Jeøeli za-
kres zmiennoúci obserwowanej wewnπtrz kaødej grupy jest mniejszy niø zakres zmiennoúci
cechy miÍdzy porÛwnywanymi zbiorowoúciami obserwacji, to intuicyjnie dostrzegamy, øe
zbiorowoúci takie mogπ byÊ odseparowane od siebie i tworzyÊ izolowane populacje.
Wyjaúnia to jednoczeúnie nazwÍ tej analizy ñ chociaø chcemy dowiedzieÊ siÍ o rÛønicach
miÍdzy úrednimi, testujemy tak naprawdÍ wariancje (zmiennoúci) badanych cech. Zmienne,
ktÛre mierzymy (czyli nasze wyniki doúwiadczenia), sπ nazywane zmiennymi zaleønymi,
zaú te, ktÛrymi manipulujemy, ktÛre kontrolujemy lub te, ktÛre s≥uøπ nam do kategoryzacji
(grupowania) obserwacji na grupy porÛwnywane sπ nazywane czynnikami lub zmiennymi
niezaleønymi.

Celem analizy wariancji (analysis of variance, ANOVA) jest zazwyczaj testowanie istot-
noúci rÛønic pomiÍdzy úrednimi wiÍcej niø dwÛch grup na drodze analizowania wariancji.
W przypadku porÛwnywania dwÛch úrednich ANOVA daje takie same wyniki, jak test†t†Stu-
denta dla prÛb niezaleønych.

OgÛlnie, w metodzie ANOVA wykorzystuje siÍ fakt, øe wariancje mogπ byÊ rozdziela-
ne na ich sk≥adowe komponenty. PamiÍtamy, øe wariancja w sensie rachunkowym jest
funkcjπ sum kwadratÛw odchyleÒ poszczegÛlnych wartoúci zmiennej od wartoúci ogÛlnej
úredniej (sum of squares, SS). ZmiennoúÊ w obrÍbie kaødej grupy (wyraøona jako SSb≥Ídu) jest
nazywana wariancjπ b≥Ídu (within-group mean square error) i wyraøana jako tzw. losowy b≥πd
úredniokwadratowy (MSb≥Ídu). Jest ona rachunkowo Ñnierozk≥adalnaî na komponenty sk≥ado-
we i dlatego jest czÍsto nazywana zmiennoúciπ niewyjaúnionπ (unexplained variability);
odpowiada ona b≥Ídowi losowemu i moøna jπ przypisaÊ zmiennoúci cechy w badanej
populacji. Z drugiej strony, wariancja efektu (SSefektu) (between-group mean square error),
wyraøana jako tzw. b≥πd úredniokwadratowy efektu (MSefektu) (mean square error), wynika
zarÛwno ze zmiennoúci cechy w†kaødej z grup, jak i z rÛønic úrednich pomiÍdzy porÛwny-
wanymi grupami. Wyjaúnia ona przynaleønoúÊ do grupy, poniewaø to ona warunkuje rÛønice
pomiÍdzy úrednimi. Ten rodzaj zmiennoúci nazywamy zmiennoúciπ wyjaúnionπ (explained
variability), dlatego øe ca≥kowitπ wariancjÍ moøna roz≥oøyÊ (podzieliÊ) na sk≥adowπ odpowia-
dajπcπ b≥Ídowi losowemu (wariancja wewnπtrzgrupowa, SSb≥Ídu w obrÍbie kaødej z grup)
oraz sk≥adowe, ktÛre odnoszπ siÍ do rÛønic pomiÍdzy úrednimi (wariancja miÍdzygrupowa,
SSefektu w obrÍbie ca≥ej zbiorowoúci wynikÛw pochodzπcych od wszystkich grup).
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Pod wzglÍdem rachunkowym w metodzie analizy wariancji opieramy siÍ na porÛwna-
niu wariancji odnoszπcej siÍ do zmiennoúci pomiÍdzy grupami (MSefektu) ze zmiennoúciπ
w†obrÍbie grup (MSb≥Ídu). Innymi s≥owy, naszym celem w tej metodzie jest sprawdzenie, czy
wariancja obliczona w oparciu o zmiennoúÊ wewnπtrzgrupowπ (tzn. dla kaødej z porÛwny-
wanych grup oddzielnie) jest istotnie mniejsza od wariancji oszacowanej w oparciu o†ca≥ko-
witπ zmiennoúÊ (to znaczy dla wszystkich wynikÛw wszystkich porÛwnywanych grup).
Mniejsza wariancja wewnπtrzgrupowa oraz wiÍksza globalna, to oczywiúcie dowÛd dla nas,
øe wyniki w poszczegÛlnych grupach rÛøniπ siÍ istotnie, czyli øe liczone na podstawie tych
rÛøniπcych siÍ wynikÛw úrednie takøe bÍdπ rÛøne w rÛønych grupach.

Nasza hipoteza zerowa bÍdzie zak≥adaÊ, øe nie ma rÛønic wartoúci úrednich pomiÍdzy
grupami w populacji. Poniewaø kaøda cecha charakteryzuje siÍ jakπú zmiennoúciπ w†popu-
lacji, powinniúmy nadal oczekiwaÊ nieznacznych losowych wahaÒ úrednich dla rÛønych
prÛb, na przyk≥ad w przypadku pobierania ma≥o licznych prÛb. Abyúmy pozostawali
w†zgodzie z hipotezπ zerowπ, wariancja estymowana w oparciu o zmiennoúÊ w obrÍbie
poszczegÛlnych grup powinna byÊ taka sama (nieistotnie rÛøna), jak wariancja opisujπca
zmiennoúÊ pomiÍdzy grupami. Do porÛwnania tych dwÛch oszacowaÒ wariancji s≥uøy
test†F, oceniajπcy, czy iloraz obu rodzajÛw wariancji (miÍdzygrupowej do wewnπtrzgrupo-
wej) jest istotnie wiÍkszy od 1. WartoúÊ krytyczna F tego testu mÛwi nam de facto, ile razy
wariancja wyjaúniona (czyli ta wynikajπca z rÛønic miÍdzy úrednimi) przewyøsza wariancjÍ
niewyjaúnionπ (czyli tÍ pochodzπcπ od b≥Ídu losowego, opisujπcπ zmiennoúÊ wewnπtrz
grup). Czym wyøsza jest przewaga wariancji wyjaúnionej (dotyczπcej zmiennoúci miÍdzy-
grupowej) nad wariancjπ niewyjaúnionπ (dotyczπcej zmiennoúci wewnπtrzgrupowej), czyli
czym wyøsza jest wartoúÊ tego ilorazu, tym wyøsza istotnoúÊ rÛønic miÍdzy grupami.

W pewnych przypadkach statystyka F moøe byÊ jednak mylπca, a mianowicie wtedy,
gdy úrednie i wariancje w obrÍbie grup sπ ze sobπ skorelowane. Taki przypadek ñ wysoka
úrednia oraz duøa wariancja w grupie ñ pojawia siÍ czÍsto w sytuacji, gdy w obrÍbie danych
wystÍpujπ odstajπce obserwacje. Jeden lub dwa skrajne przypadki w grupie liczπcej niewie-
le obserwacji mogπ znacznie obciπøyÊ úredniπ, a takøe znacznie zwiÍkszyÊ wariancjÍ.

Wielowymiarowym odpowiednikiem testu F jest test statystyka lambda Wilksa (Wilkís
lambda statistics).

Najprostszym rodzajem analizy wariancji jest†jednoczynnikowa analiza wariancji (one-
way analysis of variance), kiedy mamy do czynienia z pojedynczπ zmiennπ grupujπcπ
(niezaleønπ). W istocie, charakterystyka jakiegoú procesu biologicznego rzadko kiedy zale-
øy od pojedynczej zmiennej i na jej zmiennoúÊ wyjaúnianπ maja wp≥yw liczne czynniki.
Przyk≥adowo, prÛbujπc wyjaúniÊ, w†jaki sposÛb wzrasta ryzyko miaødøycy naczyÒ, powinniú-
my wziπÊ pod uwagÍ wiele czynnikÛw, o ktÛrych wiemy, øe wp≥ywajπ na parametry
koagulologiczne, reologiczne, metaboliczne, biochemiczne czy strukturalne ñ dotyczπce
samej budowy úciany naczyniowej. Nawet w przypadku, gdybyúmy badali i porÛwnywali
dwie grupy pacjentÛw, to i tak zastosowanie zwyk≥ego testu t Studenta do poszczegÛlnych
czπstkowych porÛwnaÒ sp≥yca≥oby nasz problem, gdyø nie dostarcza≥yby nam wiedzy na
temat interakcji rÛønych czynnikÛw. W takich przypadkach uciekamy siÍ do stosowania
wieloczynnikowej analizy wariancji, tzn. takiego jej modelu, gdzie wystÍpuje wiÍcej niø
jedna zmienna grupujπca (wyjaúniajπca). Dla takich wieloczynnikowych modeli ANOVA
obliczenia stajπ siÍ coraz bardziej z≥oøone i trudno je przeprowadzaÊ na duøych macierzach
danych (wiele zmiennych z duøymi liczebnoúciami) bez korzystania z pomocy statystycz-
nych programÛw komputerowych. Z tego wzglÍdu, a takøe z uwagi na ograniczonπ
obszernoúÊ tego opracowania, bliøej zostanπ omÛwione jedynie jednoczynnikowa i dwu-
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czynnikowa analiza wariancji (two-way analysis of variance). Kryterium rozstrzygajπcym
o†roli czynnika (zmiennej grupujπcej) moøe byÊ albo fakt, øe zmienna okreúla grupÍ, do
ktÛrej naleøπ obserwacje (zdrowi-chorzy, leczeni-nieleczeni, wystÍpowanie-niewystÍpowa-
nie czynnika, itd.), albo teø stanowi zmiennoúci, ktÛre naleøy uwzglÍdniÊ.

Na przyk≥ad, z obserwacji klinicznych wynika, øe czÍstoúÊ wystÍpowania choroby
wieÒcowej jest rÛøna w rÛønych grupach etnicznych. Zaplanowano badania, ktÛre majπ
wykazaÊ, czy taki rozk≥ad czÍstoúci jest spÛjny z czÍstoúciπ wystÍpowania hiperlipidemii
w†rÛønych grupach etnicznych. Ale profil lipidowy osocza zaleøy silnie od wieku oraz p≥ci
pacjenta, toteø czynniki te naleøa≥oby uwzglÍdniÊ w analizie wynikÛw badania, chociaø to
nie ich wp≥yw jest dla nas interesujπcy w tym badaniu. Ich w≥πczenie ma dwie korzyúci. Po
pierwsze, test istotnoúci badania rÛønic etnicznych posiada wiÍkszπ moc, gdyø jest bardziej
prawdopodobne, øe wykryjemy przy jego uøyciu jakiekolwiek naprawdÍ istniejπce rÛønice.
Po drugie, nie ryzykujemy, øe wykryte rÛønice nie bÍdπ Ñzafa≥szowaneî przez wp≥yw
wieku czy p≥ci.

WúrÛd czynnikÛw wyrÛøniamy dwa rodzaje: bardziej powszechne czynniki sta≥e (tzw.
fixed effects), ktÛrych wystÍpowanie jest immanentnie przypisane do przedmiotu badaÒ
(np.†p≥eÊ, grupa wiekowa, polimorfizm genetyczny) i ktÛre przyjmujπ zawsze konkretnπ
wartoúÊ dla danego obiektu badaÒ (np. kobieta-mÍøczyzna, starszy-m≥odszy) (jest to tzw.
model I analizy wariancji, ANOVA 1), oraz czynniki losowe (tzw. random effects), ktÛrych
ürÛd≥em jest b≥πd losowy (np. dok≥adnoúÊ wykonania czegoú przez rÛøne osoby/grupy
osÛb, konkretny wykonawca jest tutaj czynnikiem losowym) (w modelu II analizy warian-
cji, ANOVA 2). Z uwagi na wystÍpowanie wiÍcej niø jednego czynnika (kilku zmiennych
niezaleønych) czynniki te modyfikujπ wzajemnie swoje wp≥ywy na zmienne zaleøne, tzn.
dochodzi do interakcji miÍdzy nimi. Moøemy ogÛlnie stwierdziÊ, øe w takiej sytuacji jeden
efekt jest modyfikowany (warunkowany) przez inny efekt. W przypadku najprostszej
sytuacji, gdy wystÍpuje interakcja pomiÍdzy dwoma czynnikami, g≥Ûwny efekt (np. wystÍ-
powanie choroby) jest modyfikowany przez drugi czynnik (np. palenie tytoniu). W przy-
padku trÛjczynnikowej interakcji moøemy stwierdziÊ, øe dwuczynnikowa interakcja pomiÍ-
dzy grupπ etnicznπ i p≥ciπ jest modyfikowana (warunkowana) przez trzeci czynnik wiek.
W†miarÍ zwiÍkszania liczby czynnikÛw (zmiennych grupujπcych) sytuacja robi siÍ coraz
bardziej z≥oøona. Na przyk≥ad, majπc do czynienia z czteroczynnikowπ interakcjπ, moøemy
okreúliÊ, øe trÛjczynnikowa interakcja jest modyfikowana poprzez wp≥yw czwartej zmien-
nej, a co wiÍcej, mogπ istnieÊ rÛøne rodzaje interakcji na rÛønych poziomach oddzia≥ywania
czwartej zmiennej. Kiedy z≥oøonoúÊ takich interakcji wzrasta jeszcze bardziej, korzystamy
niekiedy z bardziej ogÛlnych technik, takich jak na przyk≥ad regresja wielokrotna, ktÛra
w†aspekcie rachunkowym jest o wiele bardziej z≥oøonπ technikπ. W prostych sytuacjach,
kiedy czynnikÛw nie jest wiele, metoda analizy wariancji skuteczniej charakteryzuje nasz
uk≥ad badany i dlatego korzystamy z niej czÍúciej.
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Za≥oøenia i warunki stosowania analizy wariancji
oraz konsekwencje ich naruszenia

Dwa podstawowe za≥oøenia stosowania testu F, to normalnoúÊ rozk≥adu oraz jednorod-
noúÊ wariancji. Parametryczna analiza wariancji wymaga ponadto, aby zmienne zaleøne
mia≥y charakter ciπg≥y i by≥y wyraøone przynajmniej na skali przedzia≥owej. Test F jest
w†znacznym stopniu odporny na odchylenia od normalnoúci, o ile rozk≥ad nie jest bardzo
leptokurtyczny lub platykurtyczny. Jeøeli kurtoza jest wyraünie wiÍksza od 0, to wartoúÊ F
zbliøa siÍ do ma≥ych wartoúci, czyli nie moøemy odrzuciÊ hipotezy zerowej, nawet wtedy,
gdy nie jest prawdziwa. Przeciwnie, gdy wartoúÊ kurtozy jest mniejsza od 0 wzrasta ryzyko
odrzucenia hipotezy zerowej nawet wtedy, gdy nie jest ona fa≥szywa. Ma≥y wp≥yw na
wartoúÊ statystyki F ma skoúnoúÊ rozk≥adu. Przy duøych liczebnoúciach ñ podobnie jak to
ma miejsce w przypadku rozk≥adu t ñ odchylenia od rozk≥adu normalnego nie majπ
w†ogÛle znaczenia z uwagi na centralne twierdzenie graniczne.

Naruszenie za≥oøenia o jednorodnoúci wariancji mog≥oby mieÊ powaøniejsze konse-
kwencje. Gdy wariancje w porÛwnywanych grupach rÛøniπ siÍ znacznie miÍdzy sobπ,
wÛwczas ich sumowanie w celu oszacowania ÑwspÛlnejî wariancji wewnπtrzgrupowej nie
jest w≥aúciwe, poniewaø nie istnieje wtedy øadna ÑwspÛlnaî wariancja. W takim przypadku
moøe pomÛc transformacja danych. Z praktyki wynika, øe za≥oøenie to moøe mieÊ powaøne
znaczenie jedynie przy ma≥ych liczebnoúciach porÛwnywanych grup.

Wyniki rÛønych badaÒ i analiz pokaza≥y, øe tylko w przypadku bardzo powaønych
naruszeÒ tych za≥oøeÒ musimy zainteresowaÊ siÍ elastycznoúciπ statystyki F. OgÛlnie,
statystyka F (w ANOVA) jest uwaøana za silny test istnienia rÛønic miÍdzy úrednimi, przy
za≥oøeniach øe:
ï liczebnoúci ni w grupach sπ wiÍksze niø 10, oraz
ï úrednie nie sπ skorelowane z odchyleniami standardowymi w grupach.

Jednoczynnikowa analiza wariancji

Jest to najprostsza wersja ANOVA, ktÛrπ wykorzystujemy do prostego porÛwnywania
cechy w kilku grupach badanych. Analiza ta opiera siÍ na szacowaniu jakπ porcjÍ ca≥kowitej
wariancji stanowi wariancja, ktÛrπ moøemy przypisaÊ rÛønicom miÍdzy grupami. W†ra-
chunku obliczeniowym ca≥kowita suma kwadratÛw rÛønic od úredniej (SS) jest rozdzielana
na dwie sk≥adowe (komponenty):
ï SS pochodzπcπ od rÛønic miÍdzy grupami oraz
ï SS pochodzπcπ od rÛønic miÍdzy poszczegÛlnymi obserwacjami w kaødej z grup (jest to

tzw. resztowa suma kwadratÛw) (residual sum of squares).
Na podstawie obliczonych sum kwadratÛw obliczamy b≥Ídy úredniokwadratowe, czyli

porcje poszczegÛlnych sum kwadratÛw przypadajπce na pojedynczy stopieÒ swobody dla
porÛwnaÒ wewnπtrzgrupowych i miÍdzygrupowych.

WartoúÊ statystyki testu F (testu ilorazu wariancji) obliczamy jako:

błędu

efektu

upowawewnątrzgr

owamiędzygrup

MS

MS

MS

MS
F == ,
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zaú liczbÍ stopni swobody jako:

d.f. = d.f.miÍdzygrupowe, d.f.wewnπtrzgrupowe = (kñ1, Nñk).

F powinno byÊ bliskie 1, jeøeli nie ma rÛønic miÍdzy grupami, gdyø wtedy zmiennoúÊ
wewnπtrz kaødej z grup rÛwna jest zmiennoúci wewnπtrz grupy ÑwspÛlnejî, tzn. powsta≥ej
ze scalenia wszystkich grup w jednπ. Jeøeli natomiast F jest wiÍksze od 1, to znaczy, øe
zmiennoúÊ wewnπtrz grupy ÑwspÛlnejî przewyøsza zmiennoúÊ wewnπtrz kaødej z grup.
Jest to moøliwe tylko wtedy, gdy czπstkowe obserwacje w jednej z grup majπ wyraünie
wyøsze lub niøsze wartoúci niø w innych grupach. W zgodzie z za≥oøeniem hipotezy
zerowej, øe obserwowane rÛønice sπ wynikiem czystego przypadku, wartoúci obliczonej
statystyki F majπ rozk≥ad F. Rozk≥ad ten tym siÍ rÛøni od innych rozk≥adÛw, øe definiowany
jest dla pary stopni swobody: kñ1 stopni swobody w liczniku, oraz Nñk stopni swobody
w†mianowniku. Jak w przypadku wszystkich testÛw istotnoúci, obliczone wartoúci F po-
rÛwnujemy z tablicowymi: dla przypadkÛw, gdy Fdoúw >Fα, kñ1, Nñk, mamy podstawy, aby
z†prawdopodobieÒstwem α odrzuciÊ hipotezÍ zerowπ*.

Jednoczynnikowa analiza wariancji jest rozwiniÍciem testu t Studenta. W przypadku
gdy mamy do czyniena z porÛwnywaniem jedynie dwÛch grup, wyniki obu testÛw sπ
identyczne. WartoúÊ statystyki F rÛwna jest liczbowo wartoúci t podniesionej do kwadratu,
a wartoúci krytyczne testu F przy (1, Nñ2) stopniach swobody sπ identyczne z wartoúciami
t2 przy Nñ2 stopniach swobody.

Dwuczynnikowa analiza wariancji

Ten typ analizy wariancji stosujemy w przypadkach gdy chcemy uwzglÍdniÊ wp≥yw
dwÛch rÛønych czynnikÛw na zmiennoúÊ obserwacji. Na przyk≥ad, badajπc liczbÍ p≥ytek
krwi moøemy pogrupowaÊ dane ze wzglÍdu na p≥eÊ i grupÍ wiekowπ. Oba czynniki mogπ
podlegaÊ wzajemnym wp≥ywom ñ mÛwimy wtedy o interakcjach miÍdzy czynnikami
i†uwzglÍdniamy ich wymiar w interpretacji wynikÛw (Ryc. 6). Jeøeli w kaødej wydzielonej
grupie wystepuje jednakowa liczba obserwacji, stosujemy wariant dwuczynnikowej analizy
wariancji z rÛwnπ liczebnoúciπ grup (balanced design), w przeciwnym wypadku wybieramy
wariant metody zwany analizπ wariancji z rÛønπ liczebnoúciπ grup (unbalanced design).
W†praktyce spotykamy siÍ z koniecznoúciπ zestawiania obserwacji w zgodzie z jednym
z†dwÛch modeli: pomiary z powtÛrzeniami (z wiÍcej niø jednπ obserwacjπ w grupie) lub
pomiary bez powtÛrzeÒ (pojedyncze obserwacje na grupÍ).

Kiedy niektÛre z czynnikÛw pojawiajπ siÍ w obrÍbie poziomÛw innego czynnika,
mamy do czynienia z uk≥adem hierarchicznym analizy wariancji (hierarchical analysis of
variance) (tzw. zagnieødøony model analizy wariancji ñ nested design).

SzczegÛ≥y obliczeÒ w zakresie analizy danych w kaødym z takich modeli podano
w†ÑCzÍúci II ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî.

* Wartoúci krytyczne rozk≥adu F sπ z za≥oøenia zawsze jednostronne, gdyø wartoúÊ F jest z za≥oøenia
zawsze wiÍksza od 1.
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Uk≥ady z czynnikami miÍdzygrupowymi
oraz czynnikami powtarzanych pomiarÛw
(analysis of variance for repeated measures)

Wspomniano wczeúniej, øe chcπc porÛwnaÊ dwie grupy naleøa≥oby zastosowaÊ (pod
warunkiem spe≥nienia za≥oøeÒ testÛw parametrycznych) test t dla prÛb niezaleønych, chcπc
natomiast porÛwnaÊ dwie zmienne dotyczπce tych samych osobnikÛw (obserwacji), zastosowali-
byúmy test t dla prÛb zaleønych. Takie rozrÛønienie ñ dotyczπce grup zaleønych i†niezaleønych ñ
jest waøne rÛwnieø w przypadku analizy wariancji, gdy mamy do czynienia z powtarzanymi
pomiarami dla tej samej zmiennej (przy rÛønych warunkach pomiaru lub w rÛønych momentach
czasowych) dla tych samych grup. WÛwczas jeden z czynnikÛw (zmiennych) grupujπcych jest
czynnikiem powtarzanych pomiarÛw (nazywamy go czynnikiem wewnπtrzobiektowym (within-
group factors), poniewaø w celu oszacowania jego istotnoúci obliczamy wewnπtrzgrupowe sumy
kwadratÛw; jest to zmiennoúÊ losowa w obrÍbie grupy). Jeúli porÛwnujemy rÛøne grupy
badanych (np. kobiety i mÍøczyzn, rÛøne jednostki chorobowe, itd.), wÛwczas traktujemy
kontrolowany czynnik jako czynnik miÍdzygrupowy (between-group factors).
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Rys. 6. RÛøne przypadki efektÛw g≥Ûwnych oraz interakcji czynnikÛw w dwuczynnikowej analizie wariancji;
miarπ wp≥ywu czynnika A jest stopieÒ nachylenia linii ≥πczπcej punkty oznaczone (+), miarπ wp≥ywu czynnika
B jest odleg≥oúÊ miÍdzy odcinkami oznaczonymi B1 i B2, miarπ interakcji miÍdzy czynnikami jest rÛønica
w†stopniu nachylenia prostych (porÛwnanie nachyleÒ prostych zobacz teø str. 112): a) duøy wp≥yw czynnika
A, ma≥y wp≥yw czynnika B, brak interakcji; b) brak wp≥ywu czynnika A, s≥aby wp≥yw czynnika B, brak
interakcji; c) duøy wp≥yw czynnika A, duøy wp≥yw czynnika B, brak interakcji; d) brak wp≥ywu czynnika A,
bardzo duøy wp≥yw czynnika B, brak interakcji; e) s≥aby wp≥yw czynnika A, duøy wp≥yw czynnika B, silna
interakcja; f) brak wp≥ywu czynnika A, brak wp≥ywu czynnika B, interakcja miÍdzy A i B; g) brak wp≥ywu
czynnika A, duøy wp≥yw czynnika B, silna interakcja; h) duøy wp≥yw czynnika A, brak wp≥ywu czynnika B,
nieznaczna interakcja (wg Zara, 1999).
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W wielu przypadkach nasz model doúwiadczalny wymaga uwzglÍdnienia zarÛwno czynnikÛw miÍdzy-
grupowych, jak i czynnikÛw powtarzanych pomiarÛw. Badajπc na przyk≥ad stÍøenie PAIñ1 wúrÛd pacjen-
tÛw z†chorobπ niedokrwiennπ serca oraz ludzi zdrowych przychodzπcych na okresowe badania lekarskie
(grupa kontrolna i grupa pacjentÛw to czynnik miÍdzygrupowy), obok efektu g≥Ûwnego mamy do czynie-
nia ze zmiennoúciπ w†rÛønych punktach czasowych w kaødej z badanych grup. Kilka pomiarÛw przepro-
wadzanych u tych samych pacjentÛw podczas kolejnych niezaleønych wizyt lekarskich (odbywajπcych siÍ
w rÛønych momentach czasowych) stanowi czynnik powtarzanych pomiarÛw. SposÛb interpretacji efektÛw
g≥Ûwnych i interakcji bÍdzie wynikiem tego, jak oba czynniki mogπ wzajemnie oddzia≥ywaÊ na siebie (np.
pacjenci z chorobπ niedokrwiennπ serca mogπ byÊ bardziej wraøliwi na czÍste wahania ciúnienia atmosfe-
rycznego).

Niekiedy mamy do czynienia z przypadkami, kiedy moøemy pominπÊ efekty interak-
cji. Sytuacja taka wystÍpuje doúÊ czÍsto w praktyce wÛwczas, gdy na przyk≥ad 1) nie
moøemy przeprowadziÊ pe≥nego uk≥adu doúwiadczalnego z przyczyn ekonomicznych, lub
teø gdy 2) wiemy, øe w danej populacji efekt interakcji jest na tyle nieistotny, øe moøemy go
pominπÊ. Na przyk≥ad planujemy przeprowadziÊ badanie, w ktÛrym chcemy sprawdziÊ
skutecznoúÊ 4 rÛønych antagonistÛw receptora dla fibrynogenu w hamowaniu agregacji
p≥ytek krwi. Do badania wykorzystamy krew uzyskanπ od 4 zdrowych dawcÛw p≥ci
mÍskiej w wieku od 18 do 23 lat. Badania naleøy przeprowadziÊ jak najszybciej po pobraniu
krwi, toteø badania wszystkich antagonistÛw nie jest w stanie przeprowadziÊ w tym
samym czasie jeden laborant. Nasz plan zak≥ada, øe kaødy z 4 wyznaczonych specjalistÛw
technikÛw laboratoryjnych bÍdzie w danym czasie bada≥ wp≥yw jednego antagonisty,
wykorzystujπc do tego krew pobranπ od jednego pacjenta.

Pe≥ne doúwiadczenie zestawione wed≥ug takiego hierarchicznego uk≥adu z uwzglÍdnie-
niem wszystkich czynnikÛw (rodzaj antagonisty, dawca krwi, laborant), tzn. takie, w†ktÛrym
kaøda kombinacja laboranta, antagonisty oraz dawcy krwi pojawia siÍ przynajmniej jeden raz
wymaga≥aby 4 x 4 x 4 = 64 grup. Jednakøe moøemy nie mieÊ úrodkÛw ani czasu, aby
przeprowadziÊ prÛby we wszystkich kombinacjach, a ponadto, wydaje siÍ ma≥o prawdopo-
dobne, aby np. osoba laboranta wystÍpowa≥a w interakcji z dawcπ krwi lub rodzajem
antagonisty w stopniu, ktÛry mÛg≥by mieÊ jakieú racjonalne praktyczne znaczenie. Biorπc to
pod uwagÍ moglibyúmy w rzeczywistoúci zrealizowaÊ jedynie tzw. uk≥ad kwadratu ≥aciÒskie-
go (analysis of variance of Latin squares) obejmujπcego 4 rodzaje antagonistÛw (A, B, C i D) i 16
osobnych grup badanych.

dawca krwi

1      2      3      4

laborant 1 A     B     C     D
laborant 2 B     C     D     A
laborant 3 C     D     A     B
laborant 3 D     A     B     C

Widzimy, øe uk≥ad ten jest uk≥adem hierarchicznym niekompletnym w tym sensie, øe
nie wszystkie kombinacje grup dla poszczegÛlnych czynnikÛw sπ uwzglÍdnione w modelu.
Na przyk≥ad, laborant 1 bÍdzie bada≥ p≥ytki krwi od dawcy 1 z dodatkiem antagonisty A,
podczas gdy laborant 3 bÍdzie bada≥ krew od tego samego dawcy z dodatkiem antagonisty
C. Co wiÍcej, poszczegÛlne grupy czynnika, rodzaj antagonisty (A, B, C i D) sπ rozmieszcza-
ne w sposÛb przypadkowy w macierzy wyznaczonej przez czynniki ñ dawca krwi i†labo-
rant. Podobne rozwiπzania sπ jednak bardzo czÍsto stosowane w praktyce planowania
badaÒ w sytuacjach, gdy niektÛre efekty interakcji moøemy pominπÊ bez szkody dla
wynikÛw analizy.

Rozdzia≥ 5. Testy istotnoúci dla porÛwnywania wiÍcej niø dwÛch prÛb ñ analiza wariancji
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Dwuczynnikowa analiza wariancji z rÛwnπ liczbπ powtÛrzeÒ w grupach
(balanced design with replication)

W metodzie tej obserwacje sπ pogrupowane ze wzglÍdu na dwa rÛøne czynniki, ktÛre
mogπ wchodziÊ w interakcje miÍdzy sobπ, przy czym kaøda grupa zawiera wiÍcej niø jednπ
obserwacjÍ i liczba tych obserwacji (powtÛrzeÒ) jest jednakowa we wszystkich grupach.
Naszym zadaniem jest stwierdzenie, na ile jeden czynnik i na ile drugi czynnik wp≥ywajπ
na wartoúÊ obserwacji. ZmiennoúÊ w kaødej z grup wynika z powtarzalnoúci obserwacji
(zmiennoúÊ losowa), lub zmiennoúci miÍdzyosobniczej. Ca≥kowita wariancja moøe byÊ
rozdzielona na cztery sk≥adniki:
ï sumÍ kwadratÛw efektu g≥Ûwnego w zakresie rÛønic miÍdzy grupami czynnika pierwszego,
ï sumÍ kwadratÛw efektu g≥Ûwnego w zakresie rÛønic miÍdzy grupami czynnika drugiego,
ï sumÍ kwadratÛw rÛønic w zakresie interakcji miÍdzy pierwszym i drugim czynnikiem,
ï resztowπ sumÍ kwadratÛw rÛønic miÍdzy obserwacjami w kaødej grupie.

PoszczegÛlne sumy kwadratÛw dla modelu ANOVA 1 (czynniki sta≥e) obliczamy
w†nastÍpujπcy sposÛb:

suma stopnie b≥πd úrednio-
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interakcja A x B SSgrup ñ SSA ñ SSB (añ1)(bñ1)
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..

 b≥Ídu (wewnπtrzgrupowa) SSca≥k ñ SSgrup ab(nñ1)=
błędu

błędu

fd

SS

..
d.f.ca≥k.ñd.f.grup

a jest liczbπ grup czynnika A, podobnie b jest liczbπ grup czynnika B, zaú n jest liczbπ powtÛrzeÒ w kaødej
grupie.
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WartoúÊ C obliczamy z rÛwnania:
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gdzie N = abn.
WystÍpowanie istotnej interakcji oznacza, øe wp≥yw czynnika B na czynnik A i†odwrot-

nie nie jest jednakowy we wszystkich grupach czynnika A i/lub B. W sytuacjach takich,
nawet jeøeli stwierdzimy istotnoúÊ rÛønic pomiÍdzy grupami w zakresie kaødego z czynni-
kÛw, nie ma ona praktycznego znaczenia i jest trudna do interpretacji.

W przypadku modelu ANOVA 2 (czynniki losowe) wartoúci statystyki F liczymy
odmiennie:

model 1 model 2 model 3
(oba czynniki: (oba czynniki: (czynnik A sta≥y:

badany efekt A i B sta≥e) A i B losowe) czynnik B losowy)

czynnik A
błędu

A

MS

MS

BA

A

MS

MS

× BA

A

MS

MS

×

czynnik B
błędu

A

MS

MS

BA

B

MS

MS

× błędu

B

MS

MS

interakcja A x B
błędu

BA

MS

MS ×

błędu

BA

MS

MS ×

błędu

BA

MS

MS ×

InterpretacjÍ wartoúci statystyki F powyøszych sk≥adowych znajdzie Czytelnik w†ÑCzÍúci II
ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî niniejszego opracowania.

Dwuczynnikowa analiza wariancji z nierÛwnπ liczbπ powtÛrzeÒ w grupach
(analysis of variance, unbalanced design)

Ten bardziej z≥oøony od poprzedniego model wystÍpuje bardzo czÍsto w praktyce
badawczej, gdy nie jesteúmy w stanie zagwarantowaÊ jednakowej liczebnoúci grup. Zak≥ada
on, øe liczebnoúci w kaødej grupie ij dla i-tej grupy czynnika A i j-tej grupy czynnika B sπ
proporcjonalne, tzn.:

N

nn
n

ji
ij

))((
= .

Rozdzia≥ 5. Testy istotnoúci dla porÛwnywania wiÍcej niø dwÛch prÛb ñ analiza wariancji
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Sumy kwadratÛw dla tego modelu dwuczynnikowej analizy wariancji obliczamy
w†nastÍpujπcy sposÛb:

suma stopnie b≥πd úrednio-
zmiennoúÊ kwadratÛw (SS) swobody (d.f.) kwadratowy (MS)
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d.f.ca≥k.ñd.f.grup

a jest liczbπ grup czynnika A, podobnie b jest liczbπ grup czynnika B, zaú nij jest liczbπ
powtÛrzeÒ w komÛrce ij macierzy dla i-tej grupy czynnika A i j-tej grupy czynnika B;
wartoúÊ C obliczamy ze wzoru:
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Jeøeli w ktÛrejú grupie brakuje pojedynczych danych (< 10%), to moøna je wygenero-
waÊ wed≥ug rÛwnania:

ΣΣ
Σ

Σ
Σ

ΣΣ

ΣΣ
Σ

Σ

ΣΣΣ



75

baN

XbBaA

X

a

i

b

j

n

l
ijlji

ij

ijl −−+

−+

=
   
= = =

1
1 1 1^

,

gdzie Ai jest sumπ innych danych w grupie i-tej czynnika A i Bj jest sumπ innych danych
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 jest sumπ wszystkich wystÍpujπcych danych, N jest

ca≥kowitπ liczbπ danych (uwzglÍdniajπc takøe dane brakujπce) w modelu.

Dwuczynnikowa analiza wariancji z pojedynczymi pomiarami w grupie
(model z rÛwnπ liczebnoúciπ grup bez powtÛrzeÒ)
(balanced design without replication)

Metoda ta, ktÛra porÛwnuje wartoúci wiÍcej niø dwÛch zmiennych mierzonych u tego
samego osobnika, jest rozwiniÍciem sparowanego testu t Studenta. Jest ona szczegÛlnym
przypadkiem metody analizy zrandomizowanych blokÛw. RÛønice miÍdzy tymi dwoma
podejúciami ilustrujπ przyk≥ady w ÑCzÍúci II ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî niniejszego
opracowania.

Sumy kwadratÛw dla tego modelu obliczamy w nastÍpujπcy sposÛb:

suma stopnie b≥πd úrednio-
zmiennoúÊ kwadratÛw (SS) swobody (d.f.) kwadratowy (MS)
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a jest liczbπ grup czynnika A, b jest liczbπ grup czynnika B; wartoúÊ C obliczamy z†rÛwna-
nia:
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Rozdzia≥ 5. Testy istotnoúci dla porÛwnywania wiÍcej niø dwÛch prÛb ñ analiza wariancji
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Zauwaømy, øe w metodzie tej nie mamy miary interakcji miÍdzy czynnikami, ani teø
miary zmiennoúci b≥Ídu. Zak≥adamy, øe interakcja ñ jeøeli jπ wykrywamy ñ moøe wynikaÊ
jedynie ze zmiennoúci losowej (byÊ dzie≥em przypadku), ktÛrπ wyraøa wariancja resztowa
(residual variability). MoøliwoúÊ wystÍpowania rzeczywistej interakcji miÍdzy czynnikami
ma wp≥yw na moc wnioskowania.

Jeøeli za≥oøymy, øe mogπ wystπpiÊ interakcje miÍdzy czynnikami to postÍpujemy tak:

model 1 model 2 model 3
(oba czynniki: (oba czynniki: (czynnik A sta≥y:

badany efekt A i B sta≥e) A i B losowe) czynnik B losowy)

czynnik A
BA

A

MS

MS

×

*

reszt

A

MS

MS

reszt

A

MS

MS

czynnik B
BA

A

MS

MS

×

*

reszt

B

MS

MS

błędu

B

MS

MS *

interakcja A x B nie moøemy nie moøemy nie moøemy
badaÊ badaÊ badaÊ

*
BAMS ×  liczone jak w przypadku dwuczynnikowej ANOVA z powtÛrzeniami; zwiÍkszone ryzyko pope≥-

nienia b≥Ídu II rodzaju (β).

Jeøeli natomiast za≥oøymy, øe nie ma rzeczywistej interakcji miÍdzy czynnikami, to
mamy do wyboru nastÍpujπce moøliwoúci:

model 1 model 2 model 3
(oba czynniki: (oba czynniki: (czynnik A sta≥y:

badany efekt A i B sta≥e) A i B losowe) czynnik B losowy)

czynnik A
reszt

A

MS

MS

reszt

A

MS

MS

reszt

A

MS

MS

czynnik B
reszt

B

MS

MS

reszt

B

MS

MS

reszt

B

MS

MS

interakcja A x B nie moøemy nie moøemy nie moøemy
badaÊ badaÊ badaÊ

Jest to metoda, ktÛra ma bardzo czÍsto odzwierciedlenie w praktyce badawczej, kiedy
jednπ prÛbkÍ/osobnika testujemy przy uøyciu rÛønych technik, lub poddajemy dzia≥aniu
rÛønych czynnikÛw.

Jest to prostszy wariant modelu badawczego, gdzie mamy do czynienia ze sparowany-
mi pomiarami w wielu grupach. Kiedy na przyk≥ad porÛwnujemy wartoúci badanego
parametru w grupie kontrolnej oraz kilku grupach badanych poddawanych dzia≥aniu
jakiegoú czynnika ñ kaødy pomiar Ñkontrolnyî jest wtedy w jakiú sposÛb skojarzony
z†kaødym z pomiarÛw odzwierciedlajπcych wynik dzia≥ania badanego czynnika. W takich
sytuacjach czÍsto wykorzystujemy tzw. model analizy zrandomizowanych blokÛw (rando-
mized block design) (ANOVA 3 bez powtÛrzeÒ ñ mixed model without replication) (zobacz teø
w†ÑCzÍúci II ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî).
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PorÛwnania wielokrotne

W przypadku badania rÛønic miÍdzy wiÍcej niø dwoma úrednimi prosta analiza
wariancji dostarcza nam odpowiedzi na pytanie, czy úrednie w poszczegÛlnych porÛwny-
wanych grupach sπ identyczne, czy teø rÛøniπ siÍ. Kiedy odrzucamy hipotezÍ zerowπ
i†przyjmujemy hipotezÍ alternatywnπ mÛwiπcπ, iø úrednie w badanych grupach nie sπ takie
same, nasza ciekawoúÊ nie jest w pe≥ni zaspokojona, gdyø nadal nie wiemy, ktÛre úrednie
odrÛøniajπ siÍ od siebie, a ktÛre sπ identyczne. Zauwaømy, øe nawet rÛønica (choÊ odpo-
wiednio duøa) w zakresie jednej z kilku porÛwnywanych grup moøe nas przywieúÊ do
wartoúci testu F istotnie wiÍkszej od 1, co uprawni nas do odrzucenia hipotezy zerowej.
W†tym miejscu koÒczy siÍ uøytecznoúÊ metody analizy wariancji, gdyø w dalszym postÍpo-
waniu metoda ta w czystej postaci nie jest w stanie zweryfikowaÊ indywidualnych porÛw-
naÒ úrednich poszczegÛlnych grup, np. grupy nazwanej kontrolnπ z kaødπ z wielu grup
badanych. W takich sytuacjach korzystamy z testÛw porÛwnaÒ wielokrotnych lub popraw-
ki Bonferroniego dla testu t Studenta. Jeszcze innych moøliwoúci dostarcza nam wywodzπ-
ca siÍ z analizy wariancji analiza kontrastÛw, ktÛra umoøliwia testowanie statystycznej
istotnoúci prognozowanych szczegÛ≥owych rÛønic w okreúlonych fragmentach naszego
bardziej z≥oøonego modelu (np. przy badaniu wp≥ywu polimorfizmu genetycznego oraz
wystÍpowania jednostki chorobowej na opornoúÊ na lek moøe siÍ okazaÊ, øe polimorfizm
wp≥ywa na opornoúÊ, ale tylko w przypadku wystÍpowania choroby).

Testowanie istotnoúci rÛønic miÍdzy wiÍcej niø dwoma grupami
przy uøyciu testu t Studenta z poprawkπ Bonferroniego

Jednym z najczÍúciej pope≥nianych w praktyce b≥ÍdÛw jest stosowanie prostego testu
t†Studenta do takich indywidualnych porÛwnaÒ. Na czym polega ten b≥πd, niech nam
pokaøe poniøszy przyk≥ad. W klasycznym ujÍciu nasza hipoteza zerowa precyzuje, øe
úrednie w porÛwnywanych grupach sπ takie same. HipotezÍ tÍ weryfikujemy przy poziomie
istotnoúci α, czyli ryzykujemy z prawdopodobieÒstwem α, øe odrzucimy hipotezÍ zerowπ
wtedy, gdy jest ona de facto prawdziwa. Na przyk≥ad, kiedy porÛwnujemy trzy grupy, nasza
globalna hipoteza zerowa bÍdzie mia≥a postaÊ: H0: µ1=µ2=µ3, podczas gdy dla indywidual-
nych hipotez zerowych moøemy rozpisaÊ nastÍpujπce warianty porÛwnaÒ:

H01†: µ1†=†µ2

H02†: µ1†=†µ3

H03†: µ2†=†µ3.
Aby hipoteza globalna pozostawa≥a prawdziwa, muszπ byÊ prawdziwe wszystkie

hipotezy Ñczπstkoweî. Jeøeli przyjÍty poziom istotnoúci wynosi α = 0.05, oznacza to, øe
prawdopodobieÒstwo, iø pomylimy siÍ odrzucajπc takπ hipotezÍ wynosi 5%, a prawdopo-
dobieÒstwo, øe siÍ nie pomylimy odpowiednio 95%. Aby by≥ spe≥niony warunek hipotezy
zerowej, musielibyúmy nie pomyliÊ siÍ testujπc H01: µ1†=†µ2 oraz nie pomyliÊ siÍ testujπc
H02 :†µ1†=†µ3, a takøe nie pomyliÊ siÍ testujπc H03: µ2†=†µ3. Wypadkowe prawdopodobieÒstwo
spe≥nienia tych trzech warunkÛw wynosi: 0.95 x 0.95 x 0.95 = (0.95)3 = 0.8574 lub ogÛlniej
(1ñα)n, gdzie n oznacza liczbÍ porÛwnaÒ. Odpowiednio, prawdopodobieÒstwo, øe pomyli-
my siÍ odrzucajπc hipotezÍ globalnπ wynosi≥oby 1ñ0.8574 = 0.1426, czyli blisko 15% ñ
o†wiele wiÍcej niø najwyøszy dopuszczalny poziom istotnoúci (α = 0.05).

Rozdzia≥ 5. Testy istotnoúci dla porÛwnywania wiÍcej niø dwÛch prÛb ñ analiza wariancji
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Kiedy testujemy i = N niezaleønych indywidualnych hipotez zerowych H0i, kaødπ na
poziomie α, to prawdopodobieÒstwo b≥Ídnego odrzucenia H0 bÍdzie wielokrotnoúciπ α. To
znaczy, jeøeli istotnoúÊ jednego lub wielu z N indywidualnych testÛw, kaødego na poziomie
istotnoúci α, bÍdzie oznacza≥a odrzucenie globalnej hipotezy zerowej, to ryzyko pope≥nienia
b≥Ídu przy takim odrzuceniu w przypadku, gdy globalna H0 jest prawdziwa, wynosi
o†wiele wiÍcej niø α. Dla N = 2 statystyk porÛwnaÒ indywidualnych, przy za≥oøeniu, øe
jedna jest niezaleøna od drugiej, prawdopodobieÒstwo odrzucenia przynajmniej jednej
z†dwÛch hipotez zerowych H0i, i = 1,2, kaødej testowanej przy poziomie istotnoúci α = 0.05,
w†przypadku gdy obie sπ naprawdÍ prawdziwe, jest takie samo, jak wyrzucenie przynaj-
mniej jednej dwudziestki podczas rzucania dwoma 20-úciennymi kostkami. Prawdopodo-
bieÒstwo (P) to wynosi: P(wyrzucenia 20-stki pierwszπ kostkπ i wyrzucenia nie-20-stki
drugπ kostkπ) lub P(wyrzucenia nie-20-stki pierwszπ kostkπ i wyrzucenia 20-stki drugπ
kostkπ) lub P(wyrzucenia 20-stki pierwszπ kostkπ i wyrzucenia 20-stki drugπ kostkπ):
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czyli jest prawie dwukrotnie wiÍksze niø dla kaødej z pojedynczych indywidualnych
hipotez.

Gdyby obie indywidualne hipotezy by≥y wzajemnie wykluczajπce siÍ, to prawdopodo-
bieÒstwo odrzucenia globalnej H0 stosujπc tÍ procedurÍ by≥oby podwojeniem wartoúci
α†(2 x 0.05 = 0.10). Przeciwnie, gdyby by≥y one ca≥kowicie zaleøne, prawdopodobieÒstwo
odrzucenia prawdziwej H0 wynosi≥oby α = 0.05. W rzeczywistoúci przyjmuje ono wartoúci
poúrednie miÍdzy 0.05 i 0.1, gdyø w praktyce hipotezy takie zaleøπ od siebie do pewnego
stopnia, choÊ nieca≥kowicie.

UogÛlniajπc, kiedy stosujemy poziom istotnoúci α* do testowania N hipotez indywidu-
alnych sk≥adajπcych siÍ na hipotezÍ globalnπ, wtedy bezpieczna gÛrna granica prawdopo-
dobieÒstwa odrzucenia prawdziwej globalnej hipotezy zerowej powinna wynosiÊ α = Nα*,
co definiuje α* = α/N jako bezpieczny poziom istotnoúci dla kaødej z indywidualnych
hipotez zerowych. Jest to tak zwana poprawka Bonferroniego dla obliczania poziomu
istotnoúci α w metodach opartych na statystyce testu t Studenta. Tabela 3 przedstawia
przyk≥adowe skorygowane wartoúci krytyczne ∞),2(05.0t dla przypadkÛw, gdy liczba grup
zmiennej dyskretnej jest wiÍksza od 2. Poprawka ta opiera siÍ na za≥oøeniu, øe do
odrzucenia globalnej hipotezy zerowej wystarczy wykazaÊ nieprawdziwoúÊ jedynie jednej
z†hipotez indywidualnych. Istniejπ alternatywne podejúcia do tego przedstawionego powy-
øej, ale z uwagi na ogÛlny charakter niniejszego opracowania nie bÍdπ one tutaj szerzej
dyskutowane.

0.0975
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Tab. 3. Poprawka Bonferroniego dla poziomu istotnoúci α = 0.05 przy rÛønej liczbie grup zmiennej kategoryzu-
jπcej (dyskretnej).

liczba grup
zmiennej liczba moøliwych poprawka  skorygowana wartoúÊ

dyskretnej sparowanych porÛwnaÒ Bonferroniego krytyczna ∞),2(05.0t

2 1 0.05 1.96
3 3 0.0167 2.39
4 6 0.0083 2.65
5 10 0.005 2.81
6 15 0.0033 2.96
7 21 0.0024 3.08
8 28 0.0018 3.15
9 36 0.0014 3.23
10 45 0.0011 3.30

Naleøy zauwaøyÊ, øe uproszczenie polegajπce na stosowaniu poprawki Bonferroniego
zamiast testÛw porÛwnaÒ wielokrotnych sprawdza siÍ w przypadkach duøych liczebnoúci
prÛb, przy za≥oøeniu, øe wartoúci statystyki t odczytywane sπ dla nieskoÒczonej liczby
stopni swobody (tak jak ma to miejsce dla wartoúci krytycznych z testu normalnego).
Moøemy zauwaøyÊ, jak bardzo wzrasta wartoúÊ krytyczna (kolumna 4) ze wzrostem liczby
grup zmiennej dyskretnej (grupujπcej, kolumna 1) (jako odzwierciedlenie ryzyka b≥Ídu
doúwiadczenia). Dla wysokich liczebnoúci prÛb, wartoúci statystyki testu t sπ bardzo bliskie
wartoúciom statystyki z testu normalnego (dla nieskoÒczonej liczebnoúci), np. 100),2(05.0t
wynosi 1.984 zaú ∞),2(05.0t = 1.96.

Czym Ñmniej nieskoÒczonaî jest liczba obserwacji ñ tak jak to bywa w rzeczywistej
praktyce badawczej ñ tym rzeczywista wartoúÊ α jest mniejsza od tej podanej w kolumnie 3
Tabeli.

Testy istotnoúci porÛwnaÒ wielokrotnych
(significance tests for multiple comparisons)

Testy te stosuje siÍ jako nastÍpstwo jednoczynnikowej analizy wariancji w celu bliøsze-
go scharakteryzowania wzajemnych rÛønic pomiÍdzy úrednimi porÛwnywanych grup.
Duøa rozmaitoúÊ testÛw porÛwnaÒ wielokrotnych moøe utrudniaÊ wybÛr poczπtkujπcemu
badaczowi, ale najczÍúciej stosowane sπ dwie z tych metod ñ przede wszystkim z uwagi na
ich duøπ moc i stosunkowπ niewraøliwoúÊ na naruszenie za≥oøeÒ normalnoúci i jednorodno-
úci wariancji ñ test Tukeya, oraz test Newmana-Keulsa. NiektÛrzy stosujπ takøe chÍtnie test
Dunnetta oraz test najmniejszych istotnych rÛønic (test NIR, least significant difference (LSD)
test). Pierwszy nadaje siÍ zw≥aszcza do porÛwnywania szczegÛlnych par úrednich (np.
kontroli i grupy badanej), drugi jest ceniony szczegÛlnie wtedy, gdy liczba wszystkich grup
jest duøa, a wartoúci úrednie nie sπ bardzo rÛøne. Na uwagÍ zas≥uguje takøe test do analizy
kontrastÛw wielokrotnych (test Scheffeígo, test S), stosowany doúÊ rzadko z uwagi na
mniejszπ moc niø np. test Tukeya, ale przydatny do szczegÛlnych zestawieÒ porÛwnaÒ
wielokrotnych.

W swoim za≥oøeniu testy porÛwnaÒ wielokrotnych wymagajπ normalnoúci rozk≥adu
oraz jednorodnoúci wariancji ñ podobnie jak analiza wariancji ñ ale test Tukeya jest s≥abo
wraøliwy na naruszenie tych wymagaÒ. Tak jak we wszystkich przypadkach, szczegÛlnie
k≥opotliwe w przypadku wiÍkszoúci testÛw porÛwnaÒ wielokrotnych wydaje siÍ naruszenie

Rozdzia≥ 5. Testy istotnoúci dla porÛwnywania wiÍcej niø dwÛch prÛb ñ analiza wariancji
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tego drugiego za≥oøenia. Ta niewraøliwoúÊ ñ jak i zresztπ moc tych testÛw ñ zaleøy bardzo
silnie od liczebnoúci grup, jak i od tego, czy grupy sπ jednakowo liczne.

Test Tukeya jest testem o najwiÍkszej mocy wúrÛd wszystkich testÛw porÛwnaÒ
wielokrotnych, to znaczy ryzyko nieodrzucenia hipotezy zerowej, w przypadku kiedy jest
ona naprawdÍ fa≥szywa, jest najmniejsze. W obu testach (Tukeya i Newmana-Keulsa) logika
obliczeÒ jest bardzo podobna i opiera siÍ na oszacowaniu rozstÍpu miÍdzy úrednimi,
a†nastÍpnie testowaniu rÛønicy rozstÍpÛw dla danej liczebnoúci grupy. RÛønica miÍdzy obu
testami z rachunkowego punktu widzenia polega na tym, øe w teúcie Newmana-Keulsa
przed testowaniem rÛønicy rozstÍpÛw, najpierw sortuje siÍ úrednie w porzπdku rosnπcym.

Przyk≥ady wykorzystania testu Tukeya w wariantach z rÛwnπ i rÛønπ liczebnoúciπ
grup, testu Newmana-Keulsa, testu Dunnetta oraz testu Scheffeígo moøe Czytelnik znaleüÊ
w ÑCzÍúci II ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî.

Istniejπ takøe nieparametryczne warianty tych testÛw, ktÛre moøna zastosowaÊ w†sytu-
acjach trudnoúci w ominiÍciu powaønych naruszeÒ za≥oøeÒ stosowania metod parametrycz-
nych.

Testy badania jednorodnoúci wariancji

Testy istotnoúci do porÛwnania dwÛch lub wiÍcej grup opierajπ siÍ na za≥oøeniu, øe
wariancje w rÛønych grupach sπ takie same (tzn., øe grupy te sπ jednorodne). O popula-
cjach, ktÛrych wariancje nie rÛøniπ siÍ istotnie miÍdzy sobπ mÛwimy, øe sπ homosceda-
styczne, zaú takie, ktÛrych wariancje sπ rÛøne nazywamy heteroscedastycznymi. Do bada-
nia rÛwnoúci wariancji s≥uøπ testy jednorodnoúci wariancji; do najczÍúciej stosowanych
naleøπ testy Fishera-Snedecora, Bartletta, czy Leveneía. Ten ostatni test, ktÛry jest szczegÛl-
nie chÍtnie stosowany, jest rÛwnowaøny z przeprowadzeniem jednokierunkowej ANOVA
na wynikach odchyleÒ standardowych (od úrednich w porÛwnywanych grupach). Jego
logika opiera siÍ na tym, øe im wiÍksza wariancja w obrÍbie grupy, tym wiÍksze sπ
bezwzglÍdne odchylenia od odpowiedniej úredniej. Jeøeli statystyka F testu Leveneía okaøe
siÍ istotna, to hipotezÍ o jednorodnoúci wariancji naleøy odrzuciÊ.

Przyk≥ady zastosowania niektÛrych z nich znajdzie Czytelnik w ÑCzÍúci II ñ Uzupe≥nie-
nia, przyk≥ady i zadaniaî.

Podsumowanie

ï W praktyce moøemy napotkaÊ sytuacje, kiedy liczba istotnych dla nas czynnikÛw bÍdzie
wyøsza niø dwa. Z drugiej strony, nasz model moøe uwzglÍdniaÊ kilkakrotne pomiary
wartoúci jakiejú cechy. Dok≥adny opis rÛønych wariantÛw analizy statystycznej takich szcze-
gÛlnych przypadkÛw znajdzie Czytelnik w znakomitych opracowaniach statystycznych
podanych w wykazie piúmiennictwa.
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O czym powinniúmy pamiÍtaÊ przed przystπpieniem do opracowania danych metodπ
analizy wariancji?

ï ObejrzeÊ jak wyglπda rozk≥ad wynikÛw, moøna przeprowadziÊ odpowiednie testy nor-
malnoúci czy jednorodnoúci wariancji, pamiÍtajπc jednak, øe spe≥nienie za≥oøeÒ normal-
noúci i homoscedastycznoúci nie jest bezwzglÍdnie krytyczne dla zastosowania ANOVA.

ï Aby nasze dane lepiej przystawa≥y do tych wymagaÒ, moøemy zastosowaÊ transformacjÍ
danych pomiarowych.

ï Bardzo poøπdane jest w≥aúciwe zaplanowanie doúwiadczenia, szczegÛlnie, gdy badamy
wp≥yw wiÍcej niø jednego czynnika (zmiennej grupujπcej/kategoryzujπcej), tak abyúmy
juø przed rozpoczÍciem doúwiadczenia mieli úwiadomoúÊ, z jakiego modelu analizy sko-
rzystamy przy opracowywaniu wynikÛw.

ï Jeøeli stwierdzimy wystÍpowanie istotnej interakcji miÍdzy czynnikami, to bezzasadne
staje siÍ okreúlanie wp≥ywu kaødego z czynnikÛw, gdyø ujawnionego efektu i tak nie
bÍdziemy w stanie przypisaÊ konkretnemu czynnikowi; moøemy jednak wtedy zbadaÊ
≥πczny wp≥yw obu czynnikÛw badajπc zmiennoúÊ grupowπ.

Testy istotnoúci do oceny biozgodnoúci (lekÛw)

OmÛwione dotychczas metody znalaz≥y zastosowanie w naukach farmakologicznych
i†farmaceutycznych do badania biodostÍpnoúci oraz biozgodnoúci lekÛw. BiodostÍpnoúciπ
(bioavailability) okreúlamy szybkoúÊ oraz iloúÊ leku, ktÛry staje siÍ dostÍpny w aktywnej
formie w miejscu jego dzia≥ania w ustroju. Biozgodnoúciπ (bioequivalence) natomiast nazy-
wamy wskazanie, øe rÛøne leki, preparaty lub rÛøne stÍøenia tego samego preparatu stajπ
siÍ dostÍpne w tym samym czasie w tej samej iloúci. Deklaracja biozgodnoúci, czyli rÛwnej
biodostÍpnoúci oznacza, øe leki lub preparaty mogπ byÊ stosowane wymiennie, gdyø
prowadzπ do tego samego skutku terapeutycznego.

Testy do weryfikowania biozgodnoúci (bioequivalence tests) tym siÍ rÛøniπ od dotychczas
omawianych testÛw statystycznych, øe ich celem jest udowodnienie braku rÛønic, nie zaú
wykazanie wystÍpowania takich rÛønic. Poniewaø istnieje úcis≥a zaleønoúÊ miÍdzy stÍøe-
niem leku we krwi a jego stÍøeniem w docelowym miejscu dzia≥ania w ustroju, w procesach
okreúlania biozgodnoúci opieramy siÍ na okreúlaniu wartoúci trzech podstawowych para-
metrÛw: maksymalnego stÍøenia leku w osoczu krwi (Cmax), czasu osiπgania stÍøenia
maksymalnego w osoczu (Tmax) oraz tzw. powierzchni pod krzywπ absorpcji leku (AUC,
area under curve) w†docelowych tkankach w ustroju.

Do badania biozgodnoúci stosuje siÍ rÛøne modele badawcze; do najbardziej popular-
nych naleøy badanie rÛønych formu≥ w niezaleønych grupach ochotnikÛw o wyrÛwnanej
liczebnoúci lub tzw. model krzyøowy. W tym pierwszym schemacie badawczym ochotni-
kÛw przydziela siÍ w sposÛb losowy do jednej z porÛwnywanych grup. Poniewaø model
ten zak≥ada stosunkowo niewielkπ zmiennoúÊ miÍdzyosobniczπ w odpowiedzi na dany lek,
jest on rzadziej stosowany. W modelu krzyøowym ochotnikÛw takøe przydziela siÍ pier-
wotnie w sposÛb losowy do jednej z grup badanych, ale kaøda z osÛb w≥πczonych do badaÒ
otrzymuje kaødy z badanych lekÛw w ciπgu trwania ca≥ego badania. Oczywiúcie taki
schemat postÍpowania zak≥ada istnienie okresÛw niepodawania øadnego z lekÛw (washout
period) w celu wykluczenia moøliwych efektÛw interferencji kilku preparatÛw. Jest sprawπ
umownπ, jak d≥uga powinna byÊ taka przerwa: zaleøy to od rodzaju preparatu/leku,

Rozdzia≥ 5. Testy istotnoúci dla porÛwnywania wiÍcej niø dwÛch prÛb ñ analiza wariancji
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standardowo przyjmuje siÍ, øe powinien on byÊ nie krÛtszy niø piÍciokrotny okres czasu
po≥owicznej degradacji preparatu w ustroju. Poniewaø czÍsto nie znamy wartoúci takiego
okresu po≥owicznej degradacji (szczegÛlnie w przypadku nowo badanego preparatu),
moøemy oszacowaÊ d≥ugoúÊ okresu eliminacji leku z ustroju jedynie z pewnym przybliøe-
niem. Taki schemat krzyøowy badania biozgodnoúci gÛruje nad pierwszym schematem
w†niezaleønych grupach badanych przede wszystkim tym, øe uwzglÍdnia wystÍpowanie
duøej zmiennoúci miÍdzyosobniczej; jest to wymierna korzyúÊ w wiÍkszoúci badaÒ klinicz-
nych. Pozwala on ponadto w przybliøeniu dwukrotnie ograniczyÊ liczbÍ ochotnikÛw
w≥πczonych do badania, gdyø kaøda osoba badana stanowi jednoczeúnie swojπ w≥asnπ
kontrolÍ, a zatem ogranicza siÍ w ten sposÛb zmiennoúÊ wewnπtrzosobniczπ w prÛbie, co
wp≥ywa z kolei na utrzymanie mocy testu przy niøszej liczebnoúci prÛby badanej.

Ocena biozgodnoúci polega zasadniczo na niewykazaniu rÛønic miÍdzy biodostÍpno-
úciπ dwÛch (lub kilku) rÛønych preparatÛw. Poniewaø najpowszechniej i najchÍtniej stoso-
wanymi testami przy badaniu rÛønic sπ testy oparte na statystyce testu t Studenta, rÛwnieø
i w tym wypadku wykorzystuje siÍ logikÍ tych procedur, ale z podkreúleniem, øe nasze
podejúcie do testowania s≥usznoúci hipotez w badaniu biozgodnoúci jest diametralnie rÛøne
niø przy testowaniu istotnoúci rÛønic w klasycznym zastosowaniu testu t. Jest tak dlatego,
øe klasyczne testy istotnoúci sπ nastawione na wykazanie rÛønic miÍdzy wynikami, nie zaú
na wykazanie rÛwnoúci. Tej rÛwnoúci, jak pamiÍtamy, nie jesteúmy w stanie nigdy dowieúÊ,
nawet, jeøeli nie udaje nam siÍ odrzuciÊ hipotezy zak≥adajπcej wystÍpowanie takiej rÛwno-
úci wynikÛw i przyjπÊ hipotezy zak≥adajπcej istnienie rÛønicy. W testach oceny biozgodnoúci
nasz cel jest diametralnie inny: pragniemy dowieúÊ istnienia rÛwnoúci i odrzuciÊ hipotezÍ
zak≥adajπcπ wystÍpowanie rÛønic. PamiÍtamy rÛwnieø, øe wszystkie testy parametryczne,
w tym, takøe testy t, zak≥adajπ normalny, a wiÍc m.in. symetryczny, rozk≥ad danych
doúwiadczalnych. Jednakøe wiÍkszoúÊ danych dotyczπcych biodostÍpnoúci charakteryzuje
siÍ rozk≥adem odbiegajπcym od normalnego i wykazujπcym prawoskoúnoúÊ. W takich
sytuacjach musimy uciekaÊ siÍ do transformacji danych, a skoro rozk≥ad wykazuje prawo-
skoúnoúÊ, to dobrym wyborem jest transformacja logarytmiczna.

Kiedy testujemy prÛby o ma≥ej liczebnoúci, nasza szansa nieodrzucenia hipotezy zero-
wej zak≥adajπcej, øe prÛby nie rÛøniπ siÍ jest wiÍksza, szczegÛlnie, jeøeli zmiennoúÊ miÍdzy-
osobnicza jest duøa. Zatem badajπc ma≥o liczne prÛby czÍsto mielibyúmy szansÍ niewykaza-
nia rÛønic, chociaø to nie to samo, co wykazanie rÛwnoúci. W sytuacji, kiedy pragniemy
wykazaÊ brak rÛønic ñ tak jak ma to miejsce w testach biozgodnoúci ñ mog≥oby to siÍ
wydawaÊ kuszπce, gdyby nie fakt, øe przy ma≥ej liczebnoúci prÛb maleje takøe moc testu.
Dlatego teø, aby zobiektywizowaÊ wyniki testÛw biozgodnoúci ustalamy pewien minimalny
poziom mocy wnioskowania oraz minimalny zakres rÛønicy miÍdzy porÛwnywanymi
preparatami, ktÛry uznalibyúmy za istotny statystycznie. W praktyce, przy orzekaniu
biozgodnoúci miÍdzy badanymi preparatami/lekami przyjmuje siÍ zwykle, øe prÛba musi
byÊ wystarczajπco liczna, aby z mocπ przynajmniej 80% orzekaÊ o istotnoúci 20% rÛønicy.
Oznacza to, øe biodostÍpnoúÊ testowanego preparatu musi siÍ mieúciÊ w zakresie od 80% do
120% biodostÍpnoúci dla preparatu referencyjnego. Tπ 20% rÛønicÍ moøemy testowaÊ
stosujπc obliczanie przedzia≥Ûw ufnoúci dla testÛw jedno- lub obustronnych:
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czyli µtestowana ñ µreferencyjna = d ± t* SE

gdzie d = xtestowana ñ xreferencyjna oznacza rÛønicÍ miÍdzy preparatami,
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Dla przyjmowanego zakresu 80%-120% biodostÍpnoúci moøemy zapisaÊ:

0.80 <µtestowana ñ µreferencyjna <1.20 lub %120%80 <<
nereferencyj

testowane

µ
µ ,

gdzie 80% i 120% stanowiπ dolny i gÛrny kres przyjmowanego przedzia≥u ufnoúci. Wartoúci
kresu dolnego i kresu gÛrnego moøemy obliczyÊ nastÍpujπco:

kres dolny =
(d ñ SE) +  xreferencyjne ×  100%
 
          

xreferencyjne

kres gÛrny =
(d + SE) +  xreferencyjne

 
×  100%

 
  

        xreferencyjne

Ostatecznie nasz przedzia≥ ufnoúci bÍdzie wynosi≥:

kres dolny  <   

µtestowane       <  kres gÛrny.
 µreferencyjne

Nie powinno dziwiÊ, øe o biodostÍpnoúci decyduje istotnie profil rozpuszczalnoúci prepara-
tu, poniewaø lepsza rozpuszczalnoúÊ w úrodowisku p≥ynÛw ustrojowych warunkuje lepszπ
penetracjÍ i podaø leku do wybranych tkanek w organizmie.

Wyraøajπc stopieÒ biozgodnoúci lub Ñbio-niezgodnoúciî pod wzglÍdem takiego profilu
rozpuszczalnoúci porÛwnywanych preparatÛw, podaje siÍ czÍsto wartoúci tzw. wspÛ≥czyn-
nikÛw rÛønicy (frÛønicy) oraz wspÛ≥czynnikÛw podobieÒstwa (fpodobieÒstwa). Pod wzglÍdem ra-
chunkowym wspÛ≥czynniki te moøna wyraziÊ za pomocπ nastÍpujπcych rÛwnaÒ:
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gdzie n oznacza liczbÍ testowanych punktÛw (czasowych) profilu rozpuszczalnoúci, Rt i Tt

oznaczajπ procentowe frakcje rozpuszczone po czasie t substancji referencyjnej i†testowanej.
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Oczekujemy, øe dla preparatÛw wysoce biozgodnych wartoúÊ frÛønicy powinna byÊ bliska
zeru (a przynajmniej niøsza niø 15%), zaú wartoúÊ fpodobieÒstwa bliska 100% (a przynajmniej
wyøsza niø 50%). Dla dwÛch identycznych lub niemal identycznych profili rozpuszczalno-
úci wartoúÊ fpodobieÒstwa wynosi oko≥o 100%. Czym niøsza jest ta wartoúÊ, tym wiÍksza rÛønica
wystÍpuje miÍdzy dwoma porÛwnywanymi profilami rozpuszczalnoúci. Dwa podstawowe
za≥oøenia tego testu, to: wspÛ≥czynnik zmiennoúci nieprzekraczajπcy 10-20% oraz niew≥π-
czanie danych o wartoúciach úrednich zmiennej zaleønej istotnie powyøej 85% wartoúci
maksymalnej.

Chociaø opisane tutaj procedury opracowano z myúlπ o ocenie biozgodnoúci lekÛw, to
mogπ byÊ one z powodzeniem stosowane do szacowania zgodnoúci miÍdzy rÛønymi grupa-
mi (poziomami) jakichkolwiek zmiennych o rozk≥adach dyskretnych. WspÛ≥czynniki podo-
bieÒstwa i rÛønic zosta≥y stworzone jako miary do oceny biozgodnoúci w profilach rozpusz-
czalnoúci; zauwaømy jednak, øe mogπ byÊ one z powodzeniem wykorzystywane do oceny
pokrywania siÍ jakichkolwiek krzywych obrazujπcych zaleønoúci czasowe, stÍøeniowe, itp.,
bez potrzeby estymacji wspÛ≥czynnikÛw rÛwnaÒ regresji nieliniowej opisujπcych te procesy.

Ocena zgodnoúci dwÛch metod (pomiarowych)

W praktyce badawczej spotykamy siÍ czÍsto z problemem oceny zgodnoúci dwÛch
rÛønych metod stosowanych w praktyce klinicznej, diagnostycznej, laboratoryjnej, itp.
Nasze zainteresowanie zwracamy wtedy najczÍúciej w kierunku okreúlenia, czy nowa
metoda pomiaru (opracowana lub zaadoptowana przez nas jako alternatywna do juø
istniejπcej i powszechnie stosowanej procedury) dostarcza wynikÛw zgodnych z metodπ
wczeúniej stosowanπ i w zwiπzku z tym czy istnieje moøliwoúÊ:
ï wymiennego stosowania obu metod,
ï zastπpienia starszej metody nowπ (lub np. droøszej taÒszπ).

Praktyka uczy, øe w przypadkach takich uciekamy siÍ czÍsto do analizy korelacji,
przyjmujπc, iø wspÛ≥czynnik korelacji jest miarπ dobrej lub z≥ej korespondencji wynikÛw
uzyskanych jednπ metodπ oraz tych uzyskanych za pomocπ drugiej metody. Zauwaømy
jednak, øe przy porÛwnywaniu wynikÛw uzyskanych dwoma rÛønymi metodami, tak
naprawdÍ nie znamy wartoúci rzeczywistej mierzonego parametru. Moøemy sobie wyobra-
ziÊ, øe zarÛwno jedna, jak i druga metoda moøe nieco przek≥amywaÊ te rzeczywiste
wartoúci. W tym przypadku nie dokonujemy przecieø kalibracji w oparciu o znane wartoúci
(np. na podstawie dokonanych przez nas nawaøek, sporzπdzonych roztworÛw o okreúlo-
nym stÍøeniu, itp.) lub teø wartoúci oznaczone za pomocπ bardzo precyzyjnej referencyjnej
aparatury, lecz porÛwnujemy wyniki zebrane przy uøyciu dwÛch procedur (metod), o†ktÛ-
rych dok≥adnoúci czy precyzji nie mamy szczegÛ≥owych informacji, a opieramy siÍ jedynie
na danych mniej lub bardziej szacunkowych. W takim przypadku zaleøy nam na orzecze-
niu, øe obie metody dostarczajπ zgodnych wynikÛw, nie zaú na udowodnieniu, iø sπ one
dok≥adne (to znaczy, øe generujπ wyniki zgodne z wartoúciami rzeczywistymi). WspÛ≥czyn-
nik korelacji odzwierciedla asocjacjÍ miÍdzy parami wynikÛw, a nie zgodnoúÊ wynikÛw
kaødej pary. Zauwaømy, øe korelacja pozostanie wysoka zawsze wtedy, gdy punkty
o†wspÛ≥rzÍdnych wyznaczajπcych wartoúci w kaødej z par (w naszym przypadku parÍ
wynikÛw tworzπ wartoúci uzyskane jednπ metodπ lub drugπ metodπ) bÍdπ leøa≥y na
prostej, podczas gdy warunkiem wysokiej zgodnoúci jest po≥oøenie punktÛw na przekπtnej
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uk≥adu wspÛ≥rzÍdnych (nachylonej pod kπtem 45∞ w stosunku do osi odciÍtych).  Z†oczywi-
stych wzglÍdÛw, jeøeli skale pomiarowe obu porÛwnywanych metod bÍdπ siÍ rÛøniÊ,
moøemy nadal rejestrowaÊ silnπ korelacjÍ, ale na pewno nie uzyskamy zgodnoúci metod.
Wydaje siÍ zupe≥nie oczywiste, øe skoro porÛwnujemy dwie metody, ktÛre zaprojektowano
do pomiaru tego samego parametru, oczekujemy wysokiej zaleønoúci miÍdzy wynikami
dostarczonymi przez te metody, a zatem wysokich wartoúci wspÛ≥czynnika korelacji, i tym
samym wysokiej istotnoúci statystycznej takiej korelacji. Nie oznacza to jednak, øe wyniki
zebrane przy uøyciu jednej i drugiej metody sπ zgodne i øe metody te moøna stosowaÊ
wymiennie.

We wczesnych latach 80-tych Altman i Bland* zaproponowali prostπ do interpretacji
graficzno-rachunkowπ metodÍ oceny zgodnoúci wynikÛw zbieranych rÛønymi metodami.
Zaletπ tej metody jest, øe moøemy jπ stosowaÊ zarÛwno do porÛwnywania obserwacji
zebranych dwoma metodami przez jednego badacza, wynikÛw zebranych jednπ metodπ
przez rÛønych badaczy, jak rÛwnieø do oszacowana powtarzalnoúci pomiarÛw.

Oceniajπc stopieÒ zgodnoúci, chcemy siÍ zwykle dowiedzieÊ, jak bardzo dwie metody
rÛøniπ siÍ od siebie. Oczywiúcie, naleøy siÍ pogodziÊ z faktem, øe wyniki uzyskane obiema
metodami nigdy nie bÍdπ takie same, podobnie jak wyniki w serii zebrane tπ samπ metodπ
nie bÍdπ nigdy zupe≥nie identyczne. Jeøeli taka wykryta niezgodnoúÊ nie jest duøa, to
moøemy wnioskowaÊ, øe jedna metoda moøe byÊ zastπpiona przez drugπ lub øe obie
moøna stosowaÊ wymiennie. Moøemy tak postπpiÊ, przyjmujπc, øe te niewielkie obserwo-
wane rÛønice nie bÍdπ mia≥y istotnego wp≥ywu na decyzje kliniczne, terapeutyczne, itp.
dotyczπce  pacjenta, u ktÛrego przeprowadzano badanie/oznaczenie. Miary takiej zgodno-
úci/niezgodnoúci sπ doúÊ arbitralne i optymalnie powinny byÊ dobrane a priori w celu
ustalenia metody porÛwnania oraz oszacowania liczebnoúci prÛby.

Tym co nas interesuje przy rozwaøaniu zgodnoúci porÛwnywanych metod jest takøe
powtarzalnoúÊ kaødej z nich. Jest tak dlatego, øe stopieÒ niepowtarzalnoúci kaødej z metod
jest w oczywisty i naturalny sposÛb ograniczeniem zgodnoúci tych metod. Jeøeli metoda
dostarcza ma≥o powtarzalnych obserwacji, czyli jeøeli zmiennoúÊ wewnπtrzgrupowa serii
pomiarÛw przeprowadzonej dla tego samego obiektu badaÒ jest duøa, to oczywiúcie nie
bÍdziemy takøe oczekiwali wysokiej zgodnoúci wynikÛw tej metody z jakπkolwiek innπ
porÛwnywanπ metodπ. Z tych samych powodÛw ñ jeøeli starsza metoda, ktÛrπ chÍtnie
zastπpilibyúmy nowπ doskonalszπ metodπ, jest bardzo ma≥o precyzyjna, to naturalnie jej
zgodnoúÊ z nowπ metodπ (nawet super precyzyjnπ) bÍdzie znikoma.

Jeøeli zak≥adamy, øe pomiary dotyczπce tego samego obiektu badaÒ sπ powtarzalne, to
oczywiúcie oczekujemy, øe úrednia rÛønica miÍdzy pomiarami bÍdzie bliska zeru. Jeøeli
za≥oøenie to nie jest spe≥nione, tzn. rÛønica jest istotnie rÛøna od zera, wÛwczas nie jesteúmy
w stanie wypowiedzieÊ siÍ obiektywnie na temat powtarzalnoúci pomiarÛw. èrÛd≥em takiej
niespÛjnoúci moøe byÊ to, øe proces przeprowadzania pierwszego pomiaru wp≥ywa na
wartoúci drugiego pomiaru: na przyk≥ad znajomoúÊ wartoúci pierwszej obserwacji wp≥ywa
na rejestrowany wynik drugiej, lub przeprowadzenie pierwszego pomiaru zmienia istotnie
obiekt badany (pomijamy przypadki, gdy wykorzystywana przez nas metoda charaktery-

Rozdzia≥ 5. Testy istotnoúci dla porÛwnywania wiÍcej niø dwÛch prÛb ñ analiza wariancji

* Obszerniejsze omÛwienie tej metody znajdzie Czytelnik w pracach: Altman D.G., Bland J.M.: Measure-
ment in medicine: the analysis of method comparison studies. Statistician 1983, 32, 307-317; Bland J.M.,
Altman D.G.: Statistical methods for assessing agreement between two methods of clinical measurement.
Lancet 1986, 1,  307-310.
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zuje siÍ z zasady niezadowalajπcπ powtarzalnoúciπ). W praktyce badawczej rÛønice dla
poszczegÛlnych par pomiarÛw nie bÍdπ oczywiúcie nigdy dok≥adnie rÛwne zeru, bÍdπ siÍ
charakteryzowa≥y okreúlona zmiennoúciπ.  Oczekujemy, øe przynajmniej w 95% wszystkich
przypadkÛw takie obliczone rÛønice bÍdπ mniejsze niø wartoúÊ podwÛjnego odchylenia
standardowego dla úredniej wszystkich zanotowanych rÛønic. Miarπ powtarzalnoúci bÍdzie
wtedy tzw. wspÛ≥czynnik powtarzalnoúci (repeatability coefficient)**  rÛwny:
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 srep oznacza wspÛ≥czynnik powtarzalnoúci,

 sd jest odchyleniem standardowym rÛønic dla par pomiarÛw,
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oznacza sumÍ kwadratÛw rÛønic dla par pomiarÛw,

zaú n jest liczbπ wszystkich analizowanych rÛønic par pomiarÛw.

W przypadku w≥πczenia do analizy wiÍkszej liczby powtÛrzeÒ zamiast statystyki testu
t†Studenta stosujemy analizÍ wariancji (zobacz teø Armitage, 1994).

Bardziej szczegÛ≥owe omÛwienie procedury oceny zgodnoúci dwÛch metod pomiaro-
wych oraz oceny powtarzalnoúci pomiarÛw znajdzie Czytelnik w ÑCzÍúci II ñ Uzupe≥nienia,
przyk≥ady, zadaniaî.

** Wg: British Standards Institution. Precision of test methods (BS 5497, part 1). London: BSI, 1979.

Σ
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Rozdzia≥ 6

Testy istotnoúci dla proporcji

Test istotnoúci dla pojedynczej proporcji przy zastosowaniu
statystyki rozk≥adu dwumianowego

W najprostszym przypadku do badania istotnoúci pojedynczej proporcji moøemy
zastosowaÊ statystykÍ rozk≥adu dwumianowego (zobacz str. 48):

rnr

rnr

n
ArP −−

−
= )1(

)!(!

!
)( ππ

oraz obliczyÊ prawdopodobieÒstwo, øe wynik znajdzie siÍ w obszarze krytycznym pod
krzywπ rozk≥adu. Podobnie, jak to ma miejsce w przypadku analizy rozk≥adu normalnego
lub rozk≥adu t Studenta, poziom istotnoúci rÛønic bÍdziemy rozumieli jako prawdopodo-
bieÒstwo uzyskania wyniku przynajmniej tak skrajnego (to znaczy leøπcego w obszarze
krytycznym rozk≥adu dwumianowego), jak wynik zaobserwowany. I tutaj, tak jak to mia≥o
miejsce w powyøszych rozk≥adach wykorzystywanych w testach parametrycznych, moøe-
my mieÊ do czynienia z jednostronnym lub obustronnym obszarem krytycznym (zobacz
ÑCzÍúÊ II ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî).

W przypadku rozk≥adÛw symetrycznych wzglÍdem miary centralnej wartoúÊ p = 0.5,
czyli teoretyczne prawdopodobieÒstwo tego, øe u losowo wybranego osobnika w populacji
stwierdzimy wystÍpowanie cechy A wynosi 50%.

Z tej samej metody szacowania prawdopodobieÒstw na podstawie powyøszego rÛwna-
nia moøemy takøe skorzystaÊ, gdy p ≠ 0.5, czyli gdy rozk≥ad dwumianowy jest asymetrycz-
ny (zobacz Ryc. 4). Zauwaømy jednak, øe w takim szczegÛlnym przypadku prawdopodo-
bieÒstwa dla przedzia≥Ûw krytycznych po lewej i prawej stronie rozk≥adu nie sπ rÛwne. Aby
w†takiej sytuacji obliczyÊ istotnoúÊ dla testu obustronnego moøemy postπpiÊ dwojako.
Moøemy zsumowaÊ (i) prawdopodobieÒstwo dla obserwowanej wartoúci cechy i prawdo-
podobieÒstwa dla wartoúci bardziej skrajnych od tej obserwowanej po tej samej stronie
rozk≥adu, oraz (ii) wszystkie te prawdopodobieÒstwa po przeciwnej stronie rozk≥adu, ktÛre
sπ mniejsze od prawdopodobieÒstwa dla wartoúci obserwowanej. Alternatywnie, moøemy
podwoiÊ wartoúÊ sumy prawdopodobieÒstw dla wartoúci przynajmniej tak skrajnych (lub
bardziej) jak wartoúÊ obserwowana po tej samej stronie rozk≥adu. Wyniki uzyskane tymi
dwoma metodami bÍdπ oczywiúcie rÛøne, ale praktyka pokazuje, øe nie ma to zasadniczego
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wp≥ywu na podejmowanie decyzji o odrzucaniu hipotezy zerowej. Øadna z tych metod nie
ma przewagi nad drugπ, ale to drugie podejúcie jest prostsze pod wzglÍdem rachunkowym.

Aproksymacja normalna rozk≥adu dwumianowego

W przypadku prÛb o duøych liczebnoúciach, n, obliczanie prawdopodobieÒstw dla
poszczegÛlnych wartoúci obserwowanych (i tych bardziej skrajnych od nich) w obszarach
krytycznych rozk≥adu dwumianowego przy zastosowaniu powyøszego rÛwnania moøe
okazaÊ siÍ ømudne i pracoch≥onne. W takich przypadkach w celu oszacowania istotnoúci
korzystamy z aproksymacji rozk≥adu dwumianowego do rozk≥adu normalnego. Gdy n
wzrasta, rozk≥ad dwumianowy staje siÍ bardzo zbliøony do rozk≥adu normalnego (Ryc. 4).
Przyjmuje siÍ, øe rozk≥ad normalny jest wystarczajπco dobrym przybliøeniem do rozk≥adu
dwumianowego, jeøeli zarÛwno nπ, jak i n ñ nπ sπ rÛwne lub wiÍksze od 5. Aproksymowa-
ny rozk≥ad normalny ma takπ samπ úredniπ i odchylenie standardowe jak rozk≥ad dwumia-
nowy (Tab. 2).

Testy istotnoúci i przedzia≥ ufnoúci przy zastosowaniu
aproksymacji do rozk≥adu normalnego

Aproksymowany do rozk≥adu dwumianowego rozk≥ad normalny moøe byÊ stosowany
w testach istotnoúci dla proporcji tak samo, jak jest wykorzystywany w testach istotnoúci
dla úrednich.

Test istotnoúci dla pojedynczej proporcji

W teúcie tym wartoúÊ statystyki z wyliczana jest wed≥ug rÛwnania:

gdzie p oznacza wartoúÊ proporcji, π  ñ wartoúÊ prawdopodobieÒstwa wystπpienia cechy
w†populacji ogÛlnej i n ñ liczebnoúÊ prÛby.

W celu lepszego przybliøenia charakterystyki rozk≥adu dwumianowego, ktÛry jest
rozk≥adem dyskretnym, do rozk≥adu normalnego, ktÛry jest rozk≥adem ciπg≥ym, naleøy
stosowaÊ poprawkÍ na ciπg≥oúÊ:

Przedzia≥ ufnoúci dla pojedynczej proporcji

Obliczanie dok≥adnych wartoúci przedzia≥u ufnoúci rozk≥adu dwumianowego dla
rÛønych proporcji w prÛbach o rÛønych liczebnoúciach jest bardzo z≥oøonπ procedurπ,
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g≥Ûwnie z†uwagi na asymetriÍ rozk≥adu dla p ≠ 0.5. O wiele wygodniej jest stosowaÊ w≥aúci-
woúÊ przybliøenia rozk≥adu dwumianowego do rozk≥adu normalnego (sprawdzajπcπ siÍ tym
lepiej, im wiÍksza jest liczebnoúÊ prÛby):

CI = p± z' x SE, { }nppSE /)1( −=

Zauwaømy, øe przybliøenie to nie zawiera poprawki na ciπg≥oúÊ; jest ono akceptowalne, jeøeli
wartoúci zarÛwno np, jak i n ñ np wynoszπ przynajmniej 10.

Test istotnoúci dla porÛwnywania dwÛch proporcji

Test s≥uøπcy do porÛwnywania dwÛch proporcji:

p1 = r1/n1, p2 = r2/n2,

ma ogÛlnπ postaÊ:
)(

21

21 ppSE

pp
z
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−
=

gdzie wartoúÊ b≥Ídu standardowego rÛønicy 21 pp − , przy hipotezie zerowej zak≥adajπcej,
øe porÛwnywane proporcje sπ sobie rÛwne i nie rÛøne od proporcji w populacji ogÛlnej
(czyli  π 1 = π 2 = π), wynosi:

 SE(p1ñp2)
=     {π(1 ñ π) (1/n1+1/n2)}.

Proporcja w populacji ogÛlnej jest szacowana jako ca≥kowita uúredniona proporcja dla
obu porÛwnywanych grup, czyli:

                      .

Podobnie jak w przypadku testu istotnoúci dla pojedynczej proporcji, aproksymacja do
rozk≥adu normalnego jest lepsza po zastosowaniu poprawki na ciπg≥oúÊ. RÛwnanie na
wartoúÊ statystyki z przyjmuje wtedy postaÊ:

Test normalny jest dobrπ aproksymacjπ przy ocenie istotnoúci rÛønic proporcji, jeøeli:

n1 + n2 > 40,  albo  n1p ≥5,   n1 ñ n1p ≥5,   n2p ≥5 oraz  n2 ñ n2p ≥5.

Rozdzia≥ 6. Testy istotnoúci dla proporcji

π ≅ p = 
r1 + r2

n1 + n2

dla p = 
r1 + r2

n1 + n2

z =   
 p1 ñ p2  ñ {1/(2n1)+1(2n2)}

        {p(1 ñ p)(1/n1 + 1/n2)}

√

√
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Jeøeli warunek ten nie jest spe≥niony, powinniúmy skorzystaÊ z dok≥adnego testu Fishera
(zobacz ÑTabele liczebnoúci i statystyki oparte na charakterystyce testu chi2î).

Przedzia≥ ufnoúci dla rÛønicy miÍdzy dwoma proporcjami

Obliczanie przedzia≥u ufnoúci dla rÛønicy miÍdzy dwoma proporcjami w aproksymacji
do rozk≥adu normalnego wed≥ug rÛwnania:

CI = (p1 ñ p2) ± (z'×SE) SE = √  {p1 (1 ñ p1)/n1 + p2(1 ñ p2)/n2}

moøe byÊ z powodzeniem stosowane, jeøeli tylko ≥pn1 10, ≥− pnn 11 10, ≥pn2 10 oraz
≥− pnn 22 10; tak jak poprzednio, aproksymacja taka jest tym lepsza, im wyraøenia te sπ

wyøsze od 10.
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Rozdzia≥ 7

Metody estymacji liczebnoúci prÛby

Zasadniczym wymaganiem w planowaniu badaÒ naukowych jest oszacowanie wielko-
úci prÛby, jakπ zamierzamy przebadaÊ. Robimy to m.in. po to, aby nie zbieraÊ niepotrzebnie
duøej liczby danych w sytuacji, gdy na przyk≥ad:
ï dostrzegamy juø na Ñpierwszy rzut okaî, øe porÛwnywane grupy rÛøniπ siÍ miÍdzy sobπ,
ï nie wystÍpujπ rzeczywiste rÛønice i nie wykaøemy ich niezaleønie od liczebnoúci prÛby.

Panuje powszechne przekonanie, øe estymacja liczebnoúci prÛby jest dobrym obycza-
jem w nauce oraz øe stosowanie tej procedury powinno byÊ nawykiem kaødego rzetelnego
badacza.

Niestosowanie metody estymacji wielkoúci prÛby jest jednym z czynnikÛw, ktÛre
postrzegane sπ wrÍcz jako niekompetencja w prowadzeniu badaÒ naukowych. Niestety
doúwiadczenie uczy, øe ocena liczebnoúci grupy badanej przed wykonaniem badaÒ jest
bardzo rzadko stosowanπ praktykπ, a liczebnoúÊ taka oceniana jest na czysto arbitralnych
zasadach. Jest to praktyka uwaøana przez licznych badaczy za nieetycznπ. Wykonujπc
niepotrzebnie bardzo duøπ liczbÍ powtÛrzeÒ nie tylko mnoøymy niepotrzebnie koszty
eksperymentu, podczas gdy moglibyúmy wykorzystaÊ te úrodki na sprawdzenie innej
koncepcji badawczej. W badaniach klinicznych wiπøe siÍ to nie tylko z podawaniem
wiÍkszej liczbie osÛb placebo, ale takøe realne opÛünianie wprowadzania do praktyki
klinicznej korzystnej strategii farmakologicznej.

U niedoúwiadczonego badacza stosowanie procedur szacowania wielkoúci badanej
prÛby zmierzajπcych do maksymalnego ograniczenia jej niezbÍdnej liczebnoúci moøe zro-
dziÊ wπtpliwoúÊ: dlaczego nie moøemy przebadaÊ wystarczajπco licznej prÛby, aby mieÊ
olbrzymiπ pewnoúÊ, øe prÛba ta jest bardzo dobrze reprezentatywna dla badanej populacji.
AbsurdalnoúÊ takiego pomys≥u moøe wyjaúniÊ nastÍpujπcy przyk≥ad. PrzypuúÊmy, øe
chcemy zbadaÊ twardoúÊ tabletek. Metoda badania twardoúci polega na roz≥upywaniu
tabletek przy uøyciu specjalnego przyrzπdu i badania si≥y nacisku urzπdzenia. Mamy do
dyspozycji 50000 tabletek. Jeøeli roz≥upiemy wszystkie 50000 tabletek to oceniana przez nas
úrednia bÍdzie rÛwna úredniej populacji generalnej ñ wiarygodnoúÊ takiej estymacji bÍdzie
absolutna. Czy sπ jednak racjonalne przes≥anki do badania wszystkich 50000 tabletek?
Przecieø jeøeli to zrobimy, to nie pozostanie nam juø øadna tabletka do przeprowadzenia
jakichkolwiek innych badaÒ.

Metody estymacji liczebnoúci prÛby opierajπ siÍ na kilku za≥oøeniach:
1.†PrÛby posiadajπ rozk≥ad normalny ñ gdy liczebnoúÊ prÛby bardzo wzrasta, wÛwczas

úrednie prÛb podlegajπ rozk≥adowi normalnemu nawet w sytuacji, gdy odpowiednia
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zmienna w populacji nie posiada rozk≥adu normalnego lub nie jest wystarczajπco do-
brze zmierzona.

2.†Musimy zdefiniowaÊ, z jakim prawdopodobieÒstwem pragniemy orzec o wystÍpowaniu lub
braku rÛønic.

3.†Estymowana liczebnoúÊ zaleøy od mocy stosowanego testu, czyli musimy za≥oøyÊ jak duøe
ryzyko b≥Ídu II rodzaju (prawdopodobieÒstwo nieodrzucenia hipotezy zerowej, gdy jest ona
fa≥szywa) dopuszczamy.

Niekiedy oszacowanie w≥aúciwej wielkoúci prÛby badanej wymaga bardzo precyzyjnego
okreúlenia, czego spodziewamy siÍ (jakiej informacji) po wynikach badania. Na przyk≥ad
w†badaniach porÛwnania úmiertelnoúci wúrÛd niemowlπt karmionych odøywkπ w stosunku
do tych karmionych piersiπ samo stwierdzenie wiÍkszego ryzyka nie zadowala nas ñ
pragniemy jeszcze wiedzieÊ, ile razy ryzyko takie jest wiÍksze. WielkoúÊ prÛby bÍdzie na
przyk≥ad inna w przypadku 4-krotnego i dwukrotnego ryzyka. Naleøy takøe pamiÍtaÊ, øe
z†uwagi na zmiennoúÊ wynikÛw (widocznπ szczegÛlnie wyraünie w przypadku ma≥ych
prÛb) obserwowany wzrost ryzyka moøe byÊ za ma≥y, aby wykazaÊ jego istotnoúÊ. Dlatego
powinniúmy a†priori okreúliÊ prawdopodobieÒstwo, z jakim chcielibyúmy wnioskowaÊ o†istot-
noúci rÛønic na danym poziomie istotnoúci, czyli powinniúmy ustaliÊ moc wnioskowania.

W ten sposÛb moøemy na przyk≥ad okreúliÊ, øe badanie dostarcza wartoúciowych
wynikÛw, jeøeli z prawdopodobieÒstwem 90% moøemy stwierdziÊ, øe ryzyko wzglÍdne
úmierci niemowlπt karmionych butelkπ w stosunku do tych karmionych piersiπ jest na
przyjÍtym poziomie istotnoúci (np. 5%) przynajmniej tak wysokie jak 2.

W Tabeli 4 podane sπ wzory obliczania minimalnej liczebnoúci prÛby dla rÛønych
przypadkÛw. W pierwszej czÍúci tabeli zamieszczono przypadki liczenia istotnoúci rÛønic
miÍdzy grupami. W drugiej czÍúci podano sposoby szacowania okreúlonej wartoúci z†øπda-
nπ precyzjπ. Dla porÛwnywania úrednich, proporcji lub czÍstoúci szacowana liczebnoúÊ
odnosi siÍ do kaødej z grup; liczebnoúÊ tÍ naleøy podwoiÊ dla modeli doúwiadczalnych
z†rÛwnπ liczebnoúciπ grup badanych. Naleøy pamiÍtaÊ, øe przy nierÛwnych liczebnoúciach
grup sumaryczna liczebnoúÊ jest zawsze wyøsza niø podwojona liczebnoúÊ jednej grupy.

Naleøy teø pamiÍtaÊ, øe obliczana liczebnoúÊ jest wartoúciπ szacunkowπ. Innymi s≥owy,
pomaga ona wskazaÊ, czy liczebnoúÊ powinna byÊ na przyk≥ad bliøsza 50 czy 100 obserwa-
cji, ale nie rozrÛønia miÍdzy 49 a 51. LiczebnoúÊ dobrze jest oceniÊ dla kilku rÛønych
alternatywnych scenariuszy badawczych, a nie dla jednego okreúlonego, gdyø takiego nie
moøna nigdy ustaliÊ poprawnie a priori. Gdybyúmy zawczasu znali odpowiedü na stawiane
pytania i hipotezy, nie by≥oby sensu przeprowadzaÊ doúwiadczenia.

Szacowanπ liczebnoúÊ zwiÍksza siÍ w niektÛrych przypadkach, na przyk≥ad przy nie
ca≥kiem losowym doborze prÛby, przy obecnoúci zmiennych wspÛ≥towarzyszπcych (confo-
unding variables) czy w prospektywnych badaniach kliniczno-kontrolnych (case-control stu-
dies).

WystÍpuje istotny zwiπzek miÍdzy liczebnoúciπ prÛby a wielkoúciπ b≥Ídu II rodzaju
oraz mocπ testu. Poniewaø dπøymy zawsze do tego, aby stosowaÊ w miarÍ moøliwoúci testy
o najwiÍkszej mocy, interesuje nas czÍsto, jaka jest moc testu przy okreúlonej liczebnoúci
prÛby oraz rÛønicy, ktÛrπ chcemy wykryÊ. Moc testu zaleøy od czterech czynnikÛw:
1)†liczebnoúci prÛby, 2) zmiennoúci (rozrzutu) prÛby, 3) wielkoúci b≥Ídu I rodzaju oraz 4)
wielkoúci wykrywanej rÛønicy. Moøemy jπ okreúliÊ z rÛwnania:
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2/
22

αβ
σ

δ
z

n

z −=

gdzie:
σ 2 oznacza wariancjÍ (zmiennoúÊ) prÛby,
δ jest wartoúciπ rÛønicy, ktÛrπ chcemy wykryÊ, jeøeli µ1†≠ µ2,
n jest liczebnoúciπ kaødej z porÛwnywanych grup (zak≥adajπc rÛwne liczebnoúci),
zα/2 jest wartoúciπ krytycznπ odpowiadajπcπ istotnoúci, z jakπ chcemy weryfikowaÊ praw-
dziwoúÊ hipotez.

Modyfikacja ktÛregoú z tych czynnikÛw bÍdzie wp≥ywaÊ na zmiany mocy testu. Jeøeli
wykrywalna rÛønica wzrasta, to wzrasta takøe moc testu; podobnie, ze wzrostem liczebno-
úci moc testu roúnie; zwiÍkszenie rozrzutu (zmiennoúci) prÛby obniøa moc testu, podobnie
obniøenie prawdopodobieÒstwa b≥Ídu I rodzaju wiπøe siÍ z niøszπ mocπ testu, gdyø oba
rodzaje b≥ÍdÛw sπ zwiπzane odwrotnπ proporcjonalnoúciπ. W praktyce najlepszπ metodπ
zmniejszania obu rodzajÛw b≥ÍdÛw, a wiÍc i zwiÍkszania mocy testu, jest zwiÍkszenie
liczebnoúci prÛby. Ma≥o liczne prÛby charakteryzuje niska moc testu i ≥atwiej jest w nich nie
wykryÊ rÛønicy, gdyø wyniki testu bÍdπ statystycznie nieistotne.

Przyk≥ady rÛønych zastosowaÒ rÛwnaÒ oceny liczebnoúci znajdzie Czytelnik w ÑCzÍúci†II
ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî.

Rozdzia≥ 7. Metody estymacji liczebnoúci prÛby
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Rozdzia≥ 8

Transformacja danych
ñ sposoby Ñnormalizacjiî rozk≥adu

W praktyce doúÊ czÍsto zdarza siÍ, øe zebrane przez nas obserwacje nie spe≥niajπ
wymagaÒ niezbÍdnych dla zastosowania testÛw i metod, ktÛre sπ szczegÛlnie uøyteczne,
dogodne i ktÛre lubimy uøywaÊ. Tak jest na przyk≥ad ze stosowaniem testu t Studenta ñ jest
on tak popularny i chÍtnie wykorzystywany, øe najczÍúciej nie sprawdzamy nawet, czy nie
sπ naruszone warunki usprawiedliwiajπce jego zastosowanie. Dwa z takich przeciwwska-
zaÒ, ktÛrym przypisuje siÍ najwiÍksze znaczenie to normalnoúÊ rozk≥adu ñ a mÛwiπc
ÑnormalnoúÊî myúlimy de facto o symetrycznoúci rozk≥adu ñ oraz jednorodnoúÊ wariancji.
Z†transformacji korzystamy najczÍúciej w przypadkach lewo- lub prawoskoúnych rozk≥a-
dÛw, nierÛwnych wariancji porÛwnywanych prÛb czy nieliniowych zaleønoúci miÍdzy
zmiennymi. Zaleønie od sytuacji i charakteru danych stosuje siÍ rÛøne przekszta≥cenia
matematyczne, i nie ma tutaj zbyt duøej dowolnoúci. Inne transformacje sπ uøyteczne
w†przypadku rozk≥adÛw lewoskoúnych, inne dla rozk≥adÛw prawoskoúnych, inne w przy-
padku heteroscedastycznoúci zmiennych, jeszcze inne w rÛønych wariantach nieliniowych
zaleønoúci miÍdzy zmiennymi. Transformacja odwrotnej proporcjonalnoúci jest na przyk≥ad
silniejsza, zaú pierwiastkowa s≥absza niø logarytmiczna, i dlatego dobiera siÍ je w zaleøno-
úci od stopnia skoúnoúci rozk≥adu. W przypadku danych procentowych lub proporcji
(ktÛrych rozk≥ady sπ raczej bardziej dwumianowe niø normalne, a odstÍpstwa od normal-
noúci sπ szczegÛlnie raøπce dla niskich i wysokich %, tzn. 0-30% i 70-100%) stosuje siÍ czÍsto
transformacje arcus sinus.

KrÛtki przewodnik pokazujπcy czym siÍ kierowaÊ przy wyborze rodzaju transformacji
matematycznej danych zawiera Tabela 5.

Transformacja logarytmiczna

NajczÍúciej wykorzystywana jest transformacja logarytmiczna (z regu≥y wykorzystuje
siÍ logarytmy dziesiÍtne):

xu log=

Oczywiúcie moøna jπ stosowaÊ jedynie wtedy, gdy dane sπ liczbami dodatnimi i†wiÍk-
szymi od zera, poniewaø logarytmy liczb ujemnych nie istniejπ, a logarytm liczby zero
wynosi minus nieskoÒczonoúÊ (istniejπ wyjπtkowe przypadki, ktÛre omÛwiono w czÍúci
z†przyk≥adami). Transformacja logarytmiczna Ñposiada zdolnoúÊî rozciπgania dolnej skali
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danych oraz úcieúniania gÛrnej czÍúci (Ryc. 7). Jest szczegÛlnie chÍtnie stosowana w†przy-
padku transformacji danych o rozk≥adach prawoskoúnych oraz gdy wariancje prÛb sπ
istotnie rÛøne (Tab. 5).

Dla danych o rozk≥adach silnie prawoskoúnych lepszπ miarπ centralnπ jest úrednia
geometryczna, ktÛra jest zawsze niøsza niø odpowiednia úrednia arytmetyczna, gdyø nie
jest tak wraøliwa na obecnoúÊ danych o wysokich i bardzo wysokich wartoúciach z gÛrnej
czÍúci skali. Przedzia≥ ufnoúci dla úredniej geometrycznej jest oczywiúcie niesymetryczny
wzglÍdem miary centralnej (zobacz ÑCzÍúÊ II ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî) i†dlatego
nie jest miarπ ≥atwπ do interpretacji. Podobnie, odchylenia standardowe úredniej geome-
trycznej jest multiplikatywnπ (iloczynopochodnπ), a nie addytywnπ miarπ rozrzutu i z tych
samych przyczyn nie jest czÍsto stosowane.

Ryc. 7. Rozk≥ad danych rzeczywistych (po lewej) oraz rozk≥ad lognormalny (po transformacji logarytmicznej)
(po prawej) dla stÍøenia HDL w osoczu (u gÛry) oraz liczby p≥ytek krwi (u do≥u).
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Tab. 5. KrÛtki przewodnik do transformacji danych.

sytuacja rodzaj transformacji

rozk≥ad prawoskoúny (grupa A)

lognormalny logarytmiczna (u = log x)

bardziej skoúny niø lognormalny odwrotnej proporcjonalnoúci (u = 1 / x)

mniej skoúny niø lognormalny pierwiastkowa ( xu = )

rozk≥ad lewoskoúny (grupa B)

umiarkowanie skoúny kwadratowa (u = x2)

bardziej skoúny szeúcienna (u = x3)

nierÛwnoúÊ wariancji

SD proporcjonalne do úredniej logarytmiczna (u = log x)

SD proporcjonalne do úredniej2 odwrotnej proporcjonalnoúci (u = 1 / x)

SD proporcjonalne do średnia pierwiastkowa ( xu = )

dane procentowe (0-100%) arcus sinus ( pp arcsin'= )*

proporcje (p, X/n; 0ñ1) arcus sinus ( pp arcsin'= )*

4
3
8
3

arcsin'
+

+
=

n

X
p

zaleønoúci nieliniowe zmienna y zmienna x

grupa A grupa B

grupa B grupa A

grupa A grupa A

grupa B grupa B

* p = (sin pí)2

Rozdzia≥ 8. Transformacja danych ñ sposoby Ñnormalizacjiî rozk≥adu



100

Biostatystyka ñ wykorzystanie metod statystycznych...

Odstajπce obserwacje

Odstajπcymi nazywamy nietypowe (z definicji), nie pasujπce do innych, rzadko wystÍpu-
jπce obserwacje w prÛbie. Wierzymy, øe odstajπce obserwacje (outliers, outlying observations) sπ
manifestacjπ losowego b≥Ídu, ktÛry chcielibyúmy kontrolowaÊ i eliminowaÊ czÍstoúÊ obserwa-
cji odstajπcych i nie pasujπcych do ogÛ≥u. Niestety nie jest znana øadna metoda sprawdzajπca
siÍ przy automatycznym usuwaniu odstajπcych obserwacji. Dlatego teø, jesteúmy zdani na
analizÍ rozk≥adÛw pojedynczych zmiennych oraz wykresÛw rozrzutu dla par lub kilku
zmiennych. Usuwanie zmiennych w oparciu o intuicyjne przeúwiadczenie ich Ñinnoúciî moøe
graniczyÊ z manipulacjπ danymi, dlatego staramy siÍ dobraÊ jak najbardziej obiektywne
metody statystyczne, i stosujemy czÍsto rÛwnolegle kilka technik weryfikacji ich Ñniedopasowa-
niaî do reszty danych. Z samej definicji odstajπcych obserwacji wynika, øe sπ to dane
o†skrajnych wartoúciach w monotonicznym szeregu obserwacji, obdarzone na tyle duøym
b≥Ídem losowym, øe nie mieszczπ siÍ w zakresie zmiennoúci wyznaczonej przez pozosta≥e
obserwacje prÛby. Poniewaø wiele czynnikÛw moøe byÊ odpowiedzialnych za generowanie
takich nietypowych wynikÛw, bardzo poøπdane jest zweryfikowanie przyczyn, ktÛre z≥oøy≥y
siÍ na ten b≥πd. PrÛba wyeliminowania tego b≥Ídu przy powtarzaniu doúwiadczenia/
pomiaru jest dla nas najlepszπ weryfikacjπ wystÍpowania przypadkowoúci lub regularnoúci
w†odstawaniu niektÛrych wynikÛw. Nawet pojedyncze obserwacje rÛøne od pozosta≥ej zbio-
rowoúci wynikÛw mogπ istotnie zawaøyÊ na wartoúci tendencji centralnej prÛby: majπ one
silny wp≥yw na wartoúÊ úredniej i odchylenia standardowego, natomiast s≥abo wp≥ywajπ
zwykle na wartoúÊ mediany. Czym liczniejsza prÛba, dla ktÛrej testujemy wystÍpowanie
obserwacji odstajπcych, tym wyraüniej zaznacza siÍ takie odstawanie od reszty wynikÛw. Dla
prÛb o†ma≥ej licznoúci, wykazanie i udowodnienie statystyczne, øe obserwacja jest nietypowa
jest trudniejsze. Najprostszπ technikπ ≥agodzenia wp≥ywu odstajπcych skrajnych obserwacji
jest zastÍpowanie ich wartoúciami bezpoúrednio przylegajπcych danych (uporzπdkowanych
w†szeregu monotonicznym). Nie jest to w≥aúciwie test do weryfikowania, ktÛra wartoúÊ jest
odstajπca ze statystycznego punktu widzenia, ale ta prosta metoda umoøliwia szybkie
sprawdzenie, jaki efekt majπ pojedyncze odstajπce obserwacje na miary centralne i miary
rozproszenia prÛby. Istnieje wiele Ñjednowymiarowychî testÛw umoøliwiajπcych statystycznπ
weryfikacjÍ, czy okreúlona obserwacja moøe byÊ uznana za odstajπcπ i†odrzucona; do najczÍ-
úciej stosowanych naleøπ test Dixona, test Grubbsa i regu≥a Ñczterech sigmaî (4σ ) . Wszystkie
one opierajπ siÍ na za≥oøeniu normalnoúci rozk≥adu, a ich moc zaleøy od liczebnoúci prÛby.
W†przypadku metod dwu- lub wielowymiarowych decyzja o odrzucaniu odstajπcych obser-
wacji opiera na rachunku rozk≥adu reszt miÍdzy wartoúciami obserwowanymi i przewidy-
wanymi (odstawaniem wartoúci od Ñteoretycznejî linii regresji):

( ) ( ) ( )222 ∑∑∑ −+−=− yyyyyy ici

czyli  SSca≥kowita = SS wyjaúniona + SS niewyjaúniona

oraz szacowaniu tzw. Ñstudentyzowanegoî rozk≥adu zmiennoúci niewyjaúnionej (reszt):
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Zastosowanie tych metod omÛwiono dok≥adniej w ÑCzÍúci II ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady
i†zadaniaî.
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Rozdzia≥ 9

Ustalanie relacji miÍdzy zmiennymi:
zaleønoúci statystyczne

i ciπgi przyczynowo-skutkowe

Zasadniczym i ostatecznym celem wiÍkszoúci analiz i testÛw statystycznych wykorzy-
stywanych do badania zaleønoúci miÍdzy zmiennymi jest ocena relacji zachodzπcych
miÍdzy zmiennymi. Metody te pozwalajπ nam okreúliÊ charakter i si≥Í takich relacji, ale nie
odpowiadajπ na pytanie, co jest przyczynπ a co skutkiem w badanym procesie/zjawisku.
Na podstawie okreúlenia takiej relacji badacz moøe ñ opierajπc siÍ na zdobywanym
doúwiadczeniu i korzystajπc z gromadzonej wiedzy ñ podjπÊ prÛbÍ bliøszej charakterystyki
interesujπcych zjawisk czy procesÛw. WiÍkszoúÊ takich metod opiera siÍ na tym, øe ocenia
stosunek pewnej wspÛlnej zmiennoúci badanych przez nas zmiennych do ich ogÛlnej
(ca≥kowitej) zmiennoúci. Moøe to byÊ na przyk≥ad stosunek tej czÍúci ca≥kowitej zmiennoúci
reaktywnoúci p≥ytek krwi, ktÛrπ moøna wyjaúniÊ wp≥ywem lipoprotein LDL (jest to tzw.
zmiennoúÊ wyjaúniana) do ca≥kowitej zmiennoúci reaktywnoúci p≥ytek. ZmiennoúÊ wyja-
úniana oznacza tÍ czÍúÊ zmiennoúci jednej zmiennej, ktÛra moøe byÊ wyjaúniona wartoúcia-
mi drugiej zmiennej i odwrotnie.

Ustalajπc relacjÍ miÍdzy zmiennymi powinniúmy mieÊ od poczπtku úwiadomoúÊ jaki
jest zasadniczy cel naszej analizy, poniewaø ten wstÍpny wybÛr jest krytyczny przy naszym
dalszym zainteresowaniu jednπ z dwÛch podstawowych metod badania zaleønoúci miÍdzy
zmiennymi: metodπ regresji lub metodπ korelacji. Podczas gdy pierwsza z tych metod jest
wykorzystywana do przewidywania (predykcji) wartoúci jednej zmiennej na podstawie
wartoúci drugiej, druga s≥uøy do wyraøania jak bardzo zmiany jednej zmiennej korespon-
dujπ ze zmianami drugiej. To rozgraniczenie jest czÍsto nie przestrzegane wúrÛd niedo-
úwiadczonych badaczy, a wynika to w duøej mierze z faktu, øe od strony rachunkowej oba
typy analizy sπ bardzo podobne, zaú estymowane parametry mogπ byÊ wzajemnie przeliczal-
ne. Optymalnie, do w≥aúciwego rozstrzygania o tym, ktÛra z metod nadaje sie lepiej do
analizy badanego procesu czy zjawiska, wykorzystujemy naszπ teoretycznπ wiedzÍ na
temat charakteru badanej zaleønoúci. OgÛlnie, w przypadku zaleønoúci o charakterze
liniowym, metodÍ korelacji stosujemy do badania wzajemnych zaleønoúci zmiennych
zaleønych, zaú metodÍ regresji do badania zaleønoúci zmiennej (zmiennych) zaleønej od
zmiennej (zmiennych) niezaleønych (manipulowalnych przez badacza).
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Korelacja liniowa

Korelacja liniowa (Pearsona) (linear/Pearson's correlation) jest typem analizy korelacyjnej
stosowanej do badania zaleønoúci statystycznej zmiennych zaleønych o charakterze ciπ-
g≥ym. Zmienne te powinny byÊ zatem wyraøone w odpowiedniej skali, np. przedzia≥owej
lub ilorazowej. Inne wymagania zastosowania tej metody to oczywiúcie typowe dla testÛw
parametrycznych za≥oøenie o normalnoúci rozk≥adu. Si≥Í korelacji okreúlamy podajπc war-
toúci tzw. wspÛ≥czynnika korelacji (correlation coefficient):
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ktÛry jest miarπ zaleønoúci zmian jednego parametru ze zmianami innego.
Wartoúci wspÛ≥czynnika korelacji (r) mieszczπ siÍ w zakresie od r = ñ1.0 do  r = +1.0.

WartoúÊ r = ñ1.0 reprezentuje idealnπ korelacjÍ ujemnπ ñ oznacza to, øe zmiany jednego
parametru odpowiadajπ idealnie odwrotnie proporcjonalnym zmianom drugiego parame-
tru. Odpowiednio, wartoúÊ r = +1.0 oznacza doskona≥π korelacjÍ dodatniπ, zaú wartoúÊ
r†= 0.0 wyraøa brak korelacji (Ryc. 8). Maksymalne wartoúci wspÛ≥czynnika korelacji ozna-
czajπ, øe punkty leøπ na prostej, czym wiÍkszy rozrzut punktÛw, tym wartoúci r silniej
odbiegajπ od ñ1.0 lub +1.0.

Dla wygody pod wzglÍdem rachunkowym korzysta siÍ czÍsto z nastÍpujπcych prze-
kszta≥ceÒ wyraøeÒ licznika i mianownika w powyøszym rÛwnaniu:
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WspÛ≥czynnik korelacji wyraøa siÍ wtedy wzorem:
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Korelacja liniowa okreúla stopieÒ wzajemnej proporcjonalnoúci wartoúci dwÛch zmien-
nych. Jeøeli przyjmujemy, øe zmienne sπ proporcjonalne, to rozumiemy pod tym, øe sπ
zaleøne liniowo, czyli korelacja jest tym silniejsza, im lepiej moøe byÊ zobrazowana przy
pomocy linii prostej (odpowiednio nachylonej w zaleønoúci od tego czy korelacja jest
dodatnia czy ujemna). Linia taka, na ktÛrej ñ albo wokÛ≥ ktÛrej ñ rozmieszczone sπ punkty
obrazujπce graficznie zaleønoúÊ miÍdzy zmiennymi, jest nazywana liniπ regresji i pod
wzglÍdem rachunkowym jest okreúlana przy uøyciu metody najmniejszych kwadratÛw.
Metoda ta polega na takim dobraniu po≥oøenia w uk≥adzie wspÛ≥rzÍdnych estymowanej
linii, aby suma kwadratÛw odleg≥oúci punktÛw doúwiadczalnych od tej linii by≥a jak
najmniejsza. Fakt podnoszenia tych odleg≥oúci do kwadratu sprawia, øe rÛønice miÍdzy
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ma≥ymi a†duøymi odleg≥oúciami zostajπ dodatkowo Ñwyolbrzymioneî, a tym samym ñ wartoúÊ
wspÛ≥czynnika korelacji jest bardzo czu≥a na sposÛb rozmieszczenia danych.

Oczywiúcie, wartoúÊ wspÛ≥czynnika korelacji nie zaleøy od jednostek miary, w jakich
wyraøamy badane zmienne.

WspÛ≥czynnik korelacji podniesiony do kwadratu daje tzw. wspÛ≥czynnik determinacji
(determination coefficient) (r2 lub R2), ktÛry wyraøa proporcjÍ wspÛlnej zmiennoúci dwÛch
(lub wiÍcej) zmiennych. Ta wspÛlna zmiennoúÊ jest oczywiúcie tym wyøsza, im wiÍksza jest
zaleønoúÊ miÍdzy zmiennymi (poniewaø tym bardziej zmiany jednej zmiennej determinujπ
zmiany drugiej zmiennej).

Poniewaø wspÛ≥czynnik korelacji nie jest liniowπ funkcjπ opisujπcπ si≥Í relacji miÍdzy
zmiennymi, nie moøna uúredniaÊ wspÛ≥czynnikÛw korelacji. årednia wartoúÊ wspÛ≥czynni-
kÛw korelacji z wielu prÛbek nie bÍdzie rÛwna úredniej korelacji w tych wszystkich
prÛbkach. Jeúli zachodzi potrzeba oszacowania takiej Ñpo≥πczonejî (Ñspoolowanejî) korelacji,
wÛwczas musimy najpierw wspÛ≥czynniki korelacji zamieniÊ na inne, addytywne, mierniki,
takie jak np. kwadraty wspÛ≥czynnikÛw korelacji ñ tzw. wspÛ≥czynniki determinacji, lub
wartoúci z Fishera.

W przypadku wystÍpowania korelacji nieliniowych (non-linear correlation) wartoúÊ wspÛ≥-
czynnika korelacji Pearsona jest zaniøona i nie odzwierciedla prawdziwej si≥y zwiπzku.
Lepiej jest wtedy obliczyÊ tzw. statystykÍ eta (η):
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gdzie ty  jest úredniπ wszystkich wartoúci y, a cy  úredniπ dla kategorii (zobacz ÑCzÍúÊ II ñ
Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî).

IstotnoúÊ korelacji

Do oceny czy obliczona przez nas wartoúÊ wspÛ≥czynnika korelacji jest istotnie rÛøna
od zera (czy teø jest rÛøna od zera jedynie przez czysty przypadek) wykorzystujemy test t
Studenta. Na podstawie wartoúci statystyki tego testu, obliczanej jako:
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dla liczby stopni swobody d.f. = n ñ 2, szacujemy istotnoúÊ korelacji (significance of correlation
coefficient). IstotnoúÊ wspÛ≥czynnika korelacji mÛwi nam o wiarygodnoúci ustalonej zaleønoú-
ci. Chociaø jest ona mniej oczywista intuicyjnie niø wartoúÊ wspÛ≥czynnika korelacji (jako
miary si≥y korelacji), to jej znaczenie jest szczegÛlnie duøe w†przypadku analizy prÛb
o†ma≥ych liczebnoúciach. OgÛlnie, istotnoúÊ korelacji stanowi o†reprezentatywnoúci wyniku
uzyskanego na podstawie analizy pobranej losowo prÛby w†odniesieniu do ca≥ej populacji,
z ktÛrej ta prÛba pochodzi≥a. WartoúÊ tej istotnoúci mÛwi nam, jakie jest prawdopodobieÒ-
stwo tego, øe oceniona przez nas relacja zmiennych by≥aby analogiczna (jak ta stwierdzona
w badanej przez nas akurat prÛbie), gdybyúmy powtÛrzyli doúwiadczenie na innych
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Ryc. 8. Graficzna prezentacja rÛønych wartoúci wspÛ≥czynnika korelacji.

0 < r < 1
 r = 1

 ñ1 < r < 0 r = ñ1

korelacja dodatnia idealna korelacja dodatnia

elipsa rozrzutu

korelacja ujemna idealna korelacja ujemna

r = 0

brak korelacji
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prÛbach pobranych losowo z tej samej populacji ogÛlnej. Zabiegamy o to dlatego, øe
wyraøajπc swojπ opiniÍ o sile zaleønoúci miÍdzy badanymi zmiennymi traktujemy takπ
opiniÍ jako okreúlenie pewnej prawid≥owoúci w zakresie badanego zjawiska czy procesu.

Jeszcze inaczej ujmujπc sens istotnoúci korelacji, moøemy powiedzieÊ, øe istotnoúÊ
zwiπzku miÍdzy zmiennymi precyzuje nam jak bardzo prawdopodobne jest uzyskanie
obserwowanej (lub wiÍkszej) si≥y zaleønoúci w wylosowanej przez nas prÛbie okreúlonej
wielkoúci, przy za≥oøeniu, øe zaleønoúÊ ta nie istnieje w ogÛle w populacji generalnej.
W†takim ujÍciu, wartoúÊ poziomu istotnoúci korelacji informuje nas o prawdopodobieÒ-
stwie pope≥nienia b≥Ídu polegajπcego na odrzuceniu hipotezy, øe zaleønoúÊ, ktÛrπ badamy,
faktycznie nie wystÍpuje w populacji generalnej, a jej wykrycie w badanej prÛbie jest
jedynie dzie≥em przypadku.

Dla takich samych wartoúci wspÛ≥czynnika korelacji jego istotnoúÊ zaleøy silnie od
licznoúci prÛby, dla ktÛrej zosta≥a oszacowana. Dlaczego tak jest? Jeúli mamy do czynienia
z†ma≥π liczbπ obserwacji, wÛwczas istnieje teø ma≥a liczba wszystkich moøliwych kombina-
cji rÛønych wartoúci poszczegÛlnych zmiennych. Zatem prawdopodobieÒstwo tego, øe
przez przypadek wystπpi kombinacja wskazujπca na silnπ zaleønoúÊ jest wzglÍdnie duøe.
Im mniejsza jest licznoúÊ prÛbki, tym czÍstoúÊ takiego b≥Ídnego wyniku bÍdzie wiÍksza,
wskazujπc tym samym na istnienie zaleønoúci, ktÛra faktycznie w populacji generalnej nie
wystÍpuje. Jeúli si≥a zaleønoúci miÍdzy zmiennymi jest obiektywnie (to znaczy w†populacji
generalnej) ma≥a, to trudno takπ zaleønoúÊ wykazaÊ, o ile prÛba nie jest bardzo liczna.
Nawet jeøeli nasza prÛbka jest doskonale reprezentatywna, to wynik okaøe siÍ statystycznie
nie istotny, jeúli prÛbka jest ma≥a. Z drugiej strony, w przypadku kiedy zaleønoúÊ jest
faktycznie (obiektywnie) bardzo silna, to moøemy jπ wykazaÊ nawet jeúli prÛbka nie jest
liczna. MÛwiπc innymi s≥owy, jeøeli zaleønoúÊ jest obiektywnie s≥aba, wtedy niewielka
liczba obserwacji nie wystarczy, øeby kogokolwiek przekonaÊ o jej wystÍpowaniu; jeøeli
natomiast zaleønoúÊ jest ewidentna, to dla wiÍkszoúci obserwatorÛw bÍdzie to wystarczajπ-
co przekonywujπcy argument, øe ma miejsce okreúlona prawid≥owoúÊ. Jeúli zatem relacja
jest silna, to bÍdzie ona istotna nawet w ma≥ej prÛbie.

Test istotnoúci wspÛ≥czynnikÛw korelacji jest wersjπ testu t Studenta, i tak jak ten
ostatni jest oparty na za≥oøeniu o normalnoúci rozk≥adu wartoúci resztowych (odleg≥oúci lub
odchyleÒ punktÛw doúwiadczalnych od linii regresji) zmiennej y, oraz o rÛwnoúci wariancji
wartoúci resztowych dla wszystkich wartoúci zmiennej niezaleønej x. Symulacja komputero-
wa z uøyciem metody Monte Carlo wykaza≥a jednak, øe naruszenie obu tych za≥oøeÒ nie
jest krytyczne dla prÛb o wystarczajπco duøej liczebnoúci. Jak duøej? DoúÊ arbitralnie
przyjmuje siÍ, øe w prÛbach o liczebnoúci powyøej 50 wystπpienie powaønych nieprawid≥o-
woúci z tytu≥u naruszenia powyøszych za≥oøeÒ jest ma≥o prawdopodobne, natomiast
w†prÛbach liczπcych powyøej 100 obserwacji za≥oøeniem o normalnoúci nie potrzeba siÍ
praktycznie przejmowaÊ.

NajczÍúciej spotykane problemy
przy badaniu zaleønoúci zmiennych metodπ analizy korelacji

Obserwacje odstajπce

Odstajπce obserwacje, czyli takie, ktÛrych wartoúci rÛøniπ siÍ bardzo od wszystkich
innych obserwacji w prÛbie, majπ duøy wp≥yw na wartoúÊ wspÛ≥czynnika korelacji. Wynika
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to z faktu, øe sposÛb szacowania wspÛ≥czynnika korelacji oraz wyznaczania odpowiadajπ-
cej linii regresji opiera siÍ na minimalizowaniu sumy kwadratÛw rÛønic (odchyleÒ), a nie
zwyk≥ej sumy rÛønic. Wierzymy, øe takie odstajπce obserwacje sπ najczÍúciej manifestacjπ
b≥Ídu losowego pope≥nianego przy zbieraniu wynikÛw. Poniewaø mogπ one w zasadniczy
sposÛb zaniøyÊ albo zawyøyÊ rzeczywistπ wartoúÊ wspÛ≥czynnika korelacji ñ szczegÛlnie
przy niewielkiej liczbie obserwacji, poøπdane jest zawsze rozwaøenie usuniÍcia tych losowo
odbiegajπcych danych, np. w oparciu o wyniki testÛw odrzucania wynikÛw niepewnych.
Bardzo pomocna jest takøe graficzna prezentacja danych ñ u≥atwia ona selekcjÍ obserwacji
odstajπcych w naszej zbiorowoúci wynikÛw.

Korelacje w grupach niejednorodnych

Z niejednorodnoúciπ wynikÛw w badanej prÛbie mamy czÍsto do czynienia, gdy
analizowane przez nas dane pochodzπ z dwÛch (lub wiÍcej) rÛønych grup pomiarowych (to
znaczy takich, w ktÛrych wartoúci rozwaøanych zmiennych sπ zasadniczo rÛøne). Graficz-
nym odzwierciedleniem takiej szczegÛlnej sytuacji sπ dwie (lub kilka) odrÍbne Ñchmuryî
wynikÛw na wykresie rozrzutu (dwie elipsy rozrzutu). Jeøeli policzymy wspÛ≥czynnik
korelacji dla wspÛlnej zbiorowoúci punktÛw w obu takich grupach, to wynikiem obliczeÒ
moøe byÊ wysoki wspÛ≥czynnik korelacji na skutek rozmieszczenia kilku oddzielnych grup
punktÛw mimo, øe prawdziwe wartoúci wspÛ≥czynnikÛw korelacji w kaødej z grup (to
znaczy gdybyúmy analizowali kaødπ grupÍ oddzielnie) sπ np. bliskie zera. Racjonalnym
posuniÍciem w takim przypadku by≥oby rozseparowanie grup i policzenie oddzielnych
wartoúci wspÛ≥czynnikÛw korelacji (bÍdπcych miarπ zaleønoúci w kaødej poszczegÛlnej
grupie) dla kaødej z nich.

Relacje nieliniowe miÍdzy zmiennymi

Poniewaø wspÛ≥czynnik korelacji r Pearsona mierzy liniowπ zaleønoúÊ miÍdzy zmien-
nymi, jakiekolwiek odstÍpstwa od liniowoúci zaleønoúci miÍdzy badanymi zmiennymi
powodujπ wzrost sumy kwadratÛw odchyleÒ od linii regresji. Niemniej jednak, nawet
nieliniowa zaleønoúÊ moøe przecieø odzwierciedlaÊ rzeczywisty i úcis≥y zwiπzek zmien-
nych. Sπ to k≥opotliwe przypadki w praktyce badawczej, gdyø nie ma dobrego odpowiedni-
ka korelacji Pearsona dla relacji nieliniowych. Jeøeli mamy do czynienia z monotonicznπ
(rosnπcπ lub malejπcπ) krzywπ opisujπcπ badanπ zaleønoúÊ, to moøna sprÛbowaÊ zastoso-
waÊ transformacjÍ danych (zobacz Rozdzia≥ ÑTransformacja danych i odstajπce obserwacje ñ
sposoby Ñnormalizacjiî rozk≥aduî) oraz obliczyÊ korelacjÍ liniowπ dla danych transformowa-
nych. Moøna takøe zastosowaÊ metody nieparametryczne do oceny zwiπzku miÍdzy
zmiennymi, pamiÍtajπc jednak, øe moc testÛw nieparametrycznych (zobacz ÑMetody niepara-
metryczneî) jest o wiele s≥absza niø w przypadku metod parametrycznych. Metody te sπ
niejako z definicji niewraøliwe na efekty nieliniowe, gdyø oceniajπ zwiπzek miÍdzy zmien-
nymi w oparciu o uszeregowanie danych w pewnym porzπdku, zaleønym w sposÛb
nieproporcjonalny od wartoúci zmiennych. Sprawne pos≥ugiwanie siÍ tymi metodami
wymaga jednak doúwiadczenia, a interpretacja wynikÛw nie jest niekiedy prosta. Jeøeli
zaleøy nam bardzo na zastosowaniu metody korelacji liniowej do zbiorowoúci punktÛw
wykazujπcych relacjÍ nieliniowπ, to moøemy takøe roboczo wydzieliÊ mniejsze podgrupy
(segmenty krzywej opisujπcej zaleønoúÊ), w taki sposÛb, aby punkty w†tych mniejszych
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podgrupach spe≥nia≥y warunek liniowoúci, oraz przeprowadziÊ analizÍ korelacji dla kaødej
z mniejszych grup oddzielnie.

Analiza korelacji wielu zmiennych ñ macierze korelacji

Jeøeli mamy do czynienia z wieloma zmiennymi, kiedy tworzymy tzw. macierz
korelacji (correlation matrix), czyli zestawienie wspÛ≥czynnikÛw r w rÛønych wariantach
porÛwnaÒ zmiennych, powinniúmy oczekiwaÊ, øe poza zaleønoúciami spodziewanymi
odnajdziemy takøe istotne zaleønoúci nieoczekiwane. Przy przeprowadzaniu duøej liczby
testÛw bezwzglÍdna liczba istotnych korelacji przypadkowych bÍdzie takøe duøa (przy
poziomie istotnoúci α = 0.05 w†5 na kaøde 100 porÛwnaÒ). Poniewaø nie istniejπ øadne
metody sortowania lub Ñodsiewaniaî prawdziwych (tzn. rzeczywistych zaleønoúci racjonal-
nie wyt≥umaczalnych) i przypadkowych korelacji, wszystkie wyniki nieprzewidziane i†nie-
zaplanowane powinniúmy traktowaÊ ze szczegÛlnπ ostroønoúciπ, a nawet nieufnoúciπ,
i†rozwaøaÊ ich sens biologiczny pod kπtem zgodnoúci z innymi, niezaleønymi wynikami.
Najprostszym (choÊ nie najczÍúciej stosowanym z uwagi na koszty) sposobem weryfikacji
mog≥oby byÊ powtÛrzenie pomiarÛw.

Brakujπce dane w macierzy korelacji

Podstawowym i nienaruszalnym warunkiem obliczania miar zaleønoúci miÍdzy zmien-
nymi jest istnienie okreúlonej liczby par wynikÛw. Konsekwencjπ tego oczywistego stwier-
dzenia jest to, øe jeøeli liczebnoúÊ zmiennych, ktÛrych relacjÍ badamy, jest rÛøna to liczba
moøliwych par bÍdzie rÛwna najniøszej liczebnoúci. W przypadku analizy korelacji wielu
zmiennych w macierzy korelacji, musimy zabiegaÊ o to, aby liczba brakujπcych danych
(Ñpustych pÛlî w macierzy korelacji) (missing data in correlation matrix) by≥a jak najmniejsza.
Wiele pakietÛw statystycznych przeznaczonych do analizy duøych macierzy korelacji
wymaga wrÍcz, aby wszystkie pola by≥y zape≥nione. Istniejπ zasadniczo dwie metody
uzupe≥niania takich pustych pÛl: usuwanie brakÛw danych parami lub przypadkami, albo
zastÍpowanie pustych pÛl úredniπ. Obie nie sπ niestety bez wad. W wiÍkszoúci pakietÛw
statystycznych domyúlnym sposobem usuwania brakujπcych danych podczas obliczania
macierzy korelacji jest wykluczanie takich przypadkÛw, w ktÛrych brakuje przynajmniej
jednego pomiaru dla choÊby jednej zmiennej. Jest to tak zwane usuwanie przypadkami
brakujπcych danych i tylko ta metoda zapewnia uzyskanie prawdziwej macierzy korelacji
(chociaø moøe siÍ zdarzyÊ, øe bardzo ubogiej w kompletne przypadki), w ktÛrej wszystkie
wspÛ≥czynniki korelacji obliczano na podstawie identycznego zbioru danych. Poniewaø
najczÍúciej zdarza siÍ tak, øe brakujπce obserwacje sπ roz≥oøone losowo pomiÍdzy rÛøne
przypadki i zmienne, to sposÛb ten moøe prowadziÊ do znacznego zmniejszenia liczebnoúci
prÛby. W takich niesprzyjajπcych okolicznoúciach korzystamy z alternatywnej metody
polegajπcej na usuwaniu parami przypadkÛw z brakujπcymi danymi. Metoda ta jest doúÊ
bezpieczna, jeøeli brakujπce przypadki obejmujπ nie wiÍcej niø 10% wszystkich obserwacji
i†sπ roz≥oøone rÛwnomiernie w macierzy korelacji. W przypadku Ñsystematycznegoî roz-
mieszczenia brakujπcych danych wystÍpuje tendencja do zafa≥szowania macierzy wspÛ≥-
czynnikÛw korelacji, gdyø dla rÛønych par zmiennych wspÛ≥czynniki te liczone sπ na
podstawie rÛønych podzbiorÛw danych. Tak liczona macierz wspÛ≥czynnikÛw korelacji nie
ma zagwarantowanej wewnÍtrznej zgodnoúci i przechodnioúci miÍdzy zmiennymi, a wiÍc
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nie jest to macierz w pe≥ni prawdziwa. O zgodnoúci zuboøonej macierzy korelacji mÛwi nam
porÛwnanie úrednich i odchyleÒ w rÛønych podzbiorach obserwacji (wykorzystywanych do
liczenia korelacji miÍdzy parami zmiennych). Brakujπce dane moøna takøe zastÍpowaÊ
úredniπ i postÍpowanie takie ma rÛwnie duøo zalet jak wad. G≥Ûwnπ zaletπ jest to, øe
pozwala ono na generowanie wewnÍtrznie spÛjnych macierzy wynikÛw (prawdziwych
macierzy korelacji), zaú do wad zaliczyÊ naleøy przede wszystkim to, øe wprowadzenie
jednakowych wartoúci úrednich w miejscu brakujπcych danych sztucznie zmniejsza zmien-
noúÊ badanych cech. Czym wiÍcej brakÛw i czym wiÍcej sztucznie wprowadzonych danych,
tym bardziej Ñdopisaneî dane zmniejszajπ zmiennoúÊ parametru (cechy). Podobnie jak
w†przypadku usuwania danych parami, metody tej nie powinno siÍ stosowaÊ w przypad-
kach, gdy brakuje wiÍcej niø 10% obserwacji.

Korelacje pozorne

Tak jak wspomniano wyøej, im wiÍcej analiz przeprowadzimy na okreúlonym zbiorze
danych, tym wiÍksza liczba wynikÛw ma szansÍ przekroczyÊ ustalony poziom istotnoúci
przez czysty przypadek. Na przyk≥ad, liczπc korelacje pomiÍdzy piÍtnastoma zmiennymi
(105 wariantÛw porÛwnaÒ), moøemy oczekiwaÊ, øe 5% z nich (tzn. jeden na kaøde 20)
okaøe siÍ istotnych na poziomie p†≤†0.05 w sposÛb zupe≥nie przypadkowy, nawet jeøeli
w†populacji generalnej nie wystÍpuje w rzeczywistoúci øaden zwiπzek miÍdzy tymi zmien-
nymi. Takie przypadkowo wykazane korelacje lub ogÛlnie korelacje, ktÛre powstajπ w†wy-
niku wp≥ywu innych zmiennych, nazywamy korelacjami pozornymi (spurions correlations).
Zazwyczaj przyczynπ wystÍpowania takich Ñniewyt≥umaczalnychî korelacji jest istotny
wp≥yw innej zmiennej (lub zmiennych), ktÛrej nie rejestrujemy, a ktÛrej wystÍpowanie moøe
kszta≥towaÊ wielkoúÊ wspÛ≥czynnikÛw korelacji miÍdzy badanymi zmiennymi. Niestety,
prawie nigdy nie wiemy, co jest tym ukrytym czynnikiem. NiektÛre procedury statystyczne
do analizy wielu zmiennych i porÛwnaÒ (to znaczy w przypadku, gdy szansa wystπpienia
takich przypadkowych b≥Ídnych wynikÛw jest wiÍksza) umoøliwiajπ odpowiednie korygo-
wanie wynikÛw lub przewidujπ zabiegi dopasowywania w zaleønoúci od liczby porÛwnaÒ.
Na przyk≥ad, chcπc odizolowaÊ wp≥yw innych zmiennych (towarzyszπcych) na wartoúÊ
wspÛ≥czynnika korelacji zmiennych badanych, moøemy skorzystaÊ z metody liczenia kore-
lacji czπstkowych, ktÛre uwzglÍdniajπ (i usuwajπ) wp≥yw innych zmiennych.

Fakt wystÍpowania korelacji pozornych stawia przed badaczem szczegÛlne wymaga-
nia co do ostroønoúci w ocenie niespodziewanych wynikÛw badaÒ. Nakazuje to teø
badaczowi sceptycyzm przy akceptacji oraz interpretacji trudnych do racjonalnego wyt≥u-
maczenia lub pozbawionych biologicznego sensu (wed≥ug posiadanej przez nas wiedzy)
zaleønoúciach obserwowanych parametrÛw.

Regresja liniowa i wielokrotna

OgÛlnym celem metody regresji jest badanie zwiπzkÛw pomiÍdzy jednπ lub wieloma
zmiennymi niezaleønymi (objaúniajπcymi) (explaining/expalnatory variable)  a zmiennπ zaleø-
nπ (objaúnianπ) (explained variable). To, ktÛrπ zmiennπ nazwiemy zaleønπ, jest bardzo istotne,
gdyø w przeciwieÒstwie do metody korelacji rÛøne alternatywy sparowania zmiennej
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niezaleønej i zaleønej dajπ rÛøne rozwiπzania. ZaleønoúÊ miÍdzy dwiema lub kilkoma
zmiennymi opisuje rÛwnanie regresji postaci:

y = a + bx lub y = a0 + a1x

W przypadku regresji liniowej (linear regression analysis) jest to linia prosta po≥oøona
w†przestrzeni dwuwymiarowej (na p≥aszczyünie). Zapis rÛwnania regresji oznacza, øe
wartoúÊ zmiennej zaleønej y moøe byÊ obliczona jako suma wyrazu wolnego (a) oraz
iloczynu nachylenia (b) i zmiennej niezaleønej x. Wyraz wolny (a) jest nazywany sta≥π
rÛwnania lub rzÍdnπ zerowπ (intercept of regression line), a†nachylenie (b) nazywa siÍ
wspÛ≥czynnikiem regresji†lub†wspÛ≥czynnikiem kierunkowym prostej (regression slope). Jeøe-
li miÍdzy dwiema zmiennymi nie wystÍpuje korelacja, to wspÛ≥czynnik b jest rÛwny 0,
a†linia jest rÛwnoleg≥a do osi odciÍtych uk≥adu wspÛ≥rzÍdnych.

Kierunek zaleønoúci zmiennej zaleønej od zmiennej niezaleønej jest zdefiniowany przez
znak wartoúci wspÛ≥czynnika regresji b: wartoúÊ dodatnia oznacza relacjÍ pozytywnπ (kiedy
wraz ze wzrostem x roúnie y), ujemna ñ zaleønoúÊ negatywnπ. Pod wzglÍdem rachunko-
wym obliczanie parametrÛw rÛwnania regresji oraz obliczanie wspÛ≥czynnikÛw korelacji
jest bardzo podobne; o wyborze okreúlonej metody decyduje nasz model badawczy. Opty-
malne po≥oøenie linii regresji ustala siÍ najczÍúciej korzystajπc z metody najmniejszych
kwadratÛw, w taki sposÛb, aby zminimalizowaÊ sumÍ kwadratÛw wszystkich odleg≥oúci
punktÛw doúwiadczalnych od odpowiadajπcych im punktÛw na krzywej teoretycznej
(yobserwowana ñ yteoretyczna) (Ryc. 9). Ta suma kwadratÛw wszystkich odleg≥oúci punktÛw do-
úwiadczalnych od odpowiadajπcych im punktÛw na krzywej teoretycznej nazywana jest
takøe sumπ kwadratÛw reszt (residual sum of squares) lub sumπ kwadratÛw niewyjaúnianπ
przez regresjÍ. Razem z†sumπ kwadratÛw wyjaúnianπ przez regresjÍ sk≥ada siÍ ona na
ca≥kowitπ sumÍ kwadratÛw objaúniajπcπ ca≥kowitπ zmiennoúÊ parametrÛw, ktÛrych wza-
jemnπ relacjÍ badamy. To rozbicie ca≥kowitej sumy kwadratÛw na czÍúÊ wyjaúnianπ i†niewy-
jaúnianπ (resztowπ) przez regresjÍ nawiπzuje do metody analizy wariancji.

suma stopnie b≥πd úredniokwadratowy vkF ,),1(α
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Ryc. 9. W rÛwnaniu regresji, y = a + bx, wspÛ≥czynnik a jest wartoúciπ y, dla ktÛrej x wynosi 0, zaú b jest
przyrostem zmiennej y dla jednostkowego przyrostu zmiennej x. Wartoúci wspÛ≥czynnikÛw regresji mogπ byÊ
estymowane metodπ najmniejszych kwadratÛw w taki sposÛb, aby zminimalizowaÊ sumÍ kwadratÛw wszyst-
kich odleg≥oúci punktÛw doúwiadczalnych od odpowiadajπcych im punktÛw na krzywej teoretycznej (yobserwo-

wana ñ yteoretyczna).

W przypadkach, gdy nie wystÍpuje zaleønoúÊ miÍdzy zmiennymi, wartoúÊ b≥Ídu
úredniokwadratowego regresji jest w przybliøeniu rÛwna wartoúci b≥Ídu úredniokwadrato-
wego reszt (F wynosi w przybliøeniu 1). Statystyka F odpowiada testowi t do weryfikowa-
nia istotnoúci wspÛ≥czynnika b lub wspÛ≥czynnika korelacji, r (F = t2). Analiza wariancji
dostarcza nam takøe interpretacji wspÛ≥czynnika korelacji: wartoúÊ ilorazu sumy kwadra-
tÛw regresji do ca≥kowitej sumy kwadratÛw to nic innego jak wspÛ≥czynnik determinacji,
czyli proporcja, jaka czÍúÊ ca≥kowitej zmiennoúci jest wyjaúniana przez regresjÍ:
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B≥πd wspÛ≥czynnika kierunkowego prostej (error of regression slope) oraz b≥πd rzÍdnej
zerowej (regression, intercept error) obliczamy w nastÍpujπcy sposÛb:
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gdzie s jest odchyleniem standardowym punktÛw doúwiadczalnych od punktÛw teoretycz-
nych na linii regresji, posiada nñ2 stopni swobody (gdyø mamy dwa wspÛ≥czynniki prostej)
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IstotnoúÊ wspÛ≥czynnika kierunkowego (nachylenia prostej) obliczamy na podstawie
porÛwnania go z teoretycznπ wartoúciπ wspÛ≥czynnika kierunkowego β (analogicznie do
testowania istotnoúci wspÛ≥czynnika korelacji):

bSE

b
t

β−
=

przy 2.. −= nfd  stopniach swobody.
Na podstawie znajomoúci wspÛ≥czynnikÛw a i b moøemy szacowaÊ (dokonywaÊ

predykcji) wartoúÊ zmiennej zaleønej y dla okreúlonych wartoúci zmiennej x, a takøe jej b≥πd:

'' bxay += ,                                          

WartoúÊ b≥Ídu standardowego yí jest mniejsza dla xí bliskich úredniej (Ryc. 10); ogÛlnie
naleøy przestrzec przed estymacjπ wartoúci zmiennej zaleønej dla wartoúci spoza zakresu
szacowania wspÛ≥czynnikÛw regresji, poniewaø rÛwnanie regresji nie musi byÊ prawdziwe
(liniowe) poza zakresem estymacji wspÛ≥czynnikÛw.

Estymowana linia regresji wyraøa najlepszπ (z moøliwych do ustalenia) predykcjÍ
zmiennej zaleønej y dla danych wartoúci zmiennej niezaleønej x. Dopasowanie takie nigdy
nie jest idealne i zazwyczaj mamy do czynienia z mniejszymi lub wiÍkszymi odchyleniami
danych pomiarowych od punktÛw teoretycznych (obliczonych) linii regresji (odchylenia
takie nazywajπ siÍ wartoúciami resztowymi (residuals)).

Im mniejsza jest wariancja (zmiennoúÊ, rozproszenie) wartoúci resztowych od linii
regresji w stosunku do zmiennoúci ogÛlnej, tym dok≥adniejsze i bardziej wiarygodne jest
przewidywanie wartoúci zmiennej zaleønej na podstawie zmiennej niezaleønej. W przypad-
ku braku zaleønoúci miÍdzy zmiennymi, taka proporcja zmiennoúci resztowej y do zmien-
noúci ca≥kowitej wynosi 1, natomiast dla zmiennych idealnie zaleønych od siebie proporcja
taka wynosi 0, gdyø zmiennoúÊ resztowa rÛwna siÍ 0. W praktyce wartoúÊ tej proporcji
oscyluje miÍdzy 0 i 1. Dope≥nieniem takiej proporcji do jednoúci jest tzw. wspÛ≥czynnik
determinacji (R2), okreúlajπcy jaka czÍúÊ zmiennoúci zmiennej zaleønej y jest t≥umaczone
przez regresjÍ. Wynika stπd, øe czym wyøszy wspÛ≥czynnik determinacji, tym lepiej
zmiennoúÊ regresji t≥umaczy ca≥kowitπ zmiennoúÊ y, czyli tym lepsza determinacja zmiennej
zaleønej (y) przez zmiennπ niezaleønπ (x). WspÛ≥czynnik ten stanowi zatem uøyteczny
wskaünik jakoúci dopasowania modelu do danych, bowiem wysokie wartoúci R2 wskazujπ,
øe prawie ca≥a zmiennoúÊ zmiennej zaleønej moøe byÊ objaúniona przez zmiennπ niezaleønπ
w analizowanym modelu.
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Ryc. 10. ZmiennoúÊ wyjaúniona i niewyjaúniona regresji oraz przedzia≥y ufnoúci krzywej regresji.

Za≥oøenia i ograniczenia w analizie regresji liniowej
ñ analiza zmiennych resztowych

Dwa podstawowe za≥oøenia to: za≥oøenie normalnoúci i za≥oøenie liniowoúci. Pierwsze
polega na tym, øe zmienne resztowe (tzn. rÛønice miÍdzy wartoúciami doúwiadczalnymi/
zmierzonymi a obliczonymi/teoretycznymi z rÛwnania regresji) podlegajπ rozk≥adowi
normalnemu. Pomimo, øe wiÍkszoúÊ testÛw (np. test F) jest ma≥o wraøliwa na odstÍpstwa
od tego za≥oøenia, zwyczajowo przed wyciπgniÍciem ostatecznych wnioskÛw sprawdza siÍ
jakie sπ rozk≥ady badanych zmiennych. W przypadku niespe≥niania normalnoúci moøna
stosowaÊ np. odpowiednie transformacje danych.

Za≥oøenie liniowoúci jest w praktyce bardzo trudne do udowodnienia, gdyø ma≥o ktÛra
relacja miÍdzy parametrami spe≥nia za≥oøenie liniowoúci w pe≥nym zakresie wartoúci
zmiennych. Bardziej powaøne odstÍpstwa od tych za≥oøeÒ, takie jak na przyk≥ad odstajπce
obserwacje, mogπ w istotny sposÛb wp≥ywaÊ na wartoúci wspÛ≥czynnikÛw rÛwnania
regresji poprzez naciπganie linii regresji w okreúlonym kierunku. Nawet zmiana wspÛ≥rzÍd-
nych (lub usuniÍcie) pojedynczych danych moøe prowadziÊ do zupe≥nie rÛønych wynikÛw
analizy. Powszechnie stosowanπ metodπ identyfikacji odstÍpstw od za≥oøeÒ poprawnej
analizy regresji jest analiza zmiennych resztowych (examination of residuals).

Ograniczenia metody regresji sπ podobne do tych, ktÛre spotykamy w analizie korelacji:
przy pomocy metod regresji moøna przekonaÊ siÍ o istnieniu relacji oraz podaÊ jej charaktery-
stykÍ, ale nie da siÍ dowieúÊ istnienia zwiπzku przyczynowego bÍdπcego pod≥oøem tej relacji.

PorÛwnywanie dwÛch lub wiÍcej rÛwnaÒ regresji

Badajπc podobieÒstwa miÍdzy kilkoma rÛwnaniami regresji mamy do wyboru testowa-
nie rÛønic wspÛ≥czynnikÛw kierunkowych b oraz wspÛ≥czynnikÛw a (rzÍdnych zerowych).
Testy s≥uøπce do tego nazywa siÍ ogÛlnie testami rÛwnoleg≥oúci prostych regresji. Warianty
algorytmÛw postÍpowania dla rÛønej liczby linii regresji przedstawia poniøszy schemat.

RÛwnoleg≥oúÊ prostych regresji bada siÍ z wykorzystaniem testÛw opartych na logice
testu t Studenta. Najprostszym wariantem takich metod jest zastosowanie testu t Studenta
oraz obliczenie statystyki testu dla porÛwnania dwÛch prostych regresji:
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Jeøeli odrzucimy hipotezÍ zak≥adajπcπ rÛwnoúÊ wspÛ≥czynnikÛw kierunkowych b, to
moøemy obliczyÊ wspÛ≥rzÍdne punktu, gdzie dwie linie regresji przecinajπ siÍ. BÍdzie on
mia≥ wspÛ≥rzÍdne:
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yprzeciÍcia = a1 + b1xprzeciÍcia lub yprzeciÍcia = a2 + b2xprzeciÍcia.

Jeøeli hipoteza zak≥adajπca rÛwnoúÊ wspÛ≥czynnikÛw kierunkowych b nie zostanie
odrzucona, tzn. linie sπ rÛwnoleg≥e, to moøemy obliczyÊ tzw. ÑwspÛlnyî (waøony) wspÛ≥-
czynnik kierunkowy bc (regression common slope):
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Testowanie rÛwnoúci wspÛ≥czynnikÛw a przeprowadzamy pos≥ugujπc siÍ rÛwnaniami:
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Dlaczego nie moøemy w tej sytuacji zastosowaÊ sposobu liczenia analogicznego do tego
uøywanego przy testowaniu rÛwnoúci wspÛ≥czynnikÛw b, to znaczy wykorzystaÊ rÛwnania:
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G≥Ûwnie dlatego, øe ten ostatni test testuje punkt a, ktÛry moøe leøeÊ daleko poza
zakresem wartoúci zmiennych, dla ktÛrego estymowano rÛwnania regresji. Punkt ten jest
najczÍúciej jedynie ekstrapolacjπ hipotetycznej krzywej regresji na oú Y przy za≥oøeniu, øe
krzywa ta ma przebieg liniowy na ca≥ej swojej d≥ugoúci. W rzeczywistoúci jest to duøym
uproszczeniem, gdyø rzadko kiedy tak jest naprawdÍ (Ryc. 11). Skoro wartoúci y dla x = 0
(czyli wspÛ≥czynniki a lub rzÍdne zerowe) sπ po≥oøone daleko od wartoúci wyznaczajπcych
úrednie x, stπd b≥Ídy standardowe takiej estymacji bÍdπ bardzo duøe, a moc testu bardzo
niska.

Jeøeli nie odrzucimy hipotezy zerowej zak≥adajπcej rÛwnoúÊ wspÛ≥czynnikÛw a, tzn.,
jeøeli linie regresji bÍdπ mia≥y nieistotnie rÛøne rzÍdne zerowe, to moøemy obliczyÊ tzw.
ÑwspÛlnyî (waøony) wspÛ≥czynnik ac (regression common intercept):
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Oczywiúcie, jeøeli nie wykaøemy, øe wspÛ≥czynniki kierunkowe b sπ rÛøne oraz øe wspÛ≥-
czynniki a sπ rÛøne, moøemy zapisaÊ wspÛlne rÛwnanie regresji dla wszystkich punktÛw
obu populacji danych jako:

icci xbay +=

Przy porÛwnywaniu wiÍcej niø dwÛch wspÛ≥czynnikÛw kierunkowych b testujemy
hipotezÍ postaci H0: b1 = b2 = ... = bk. Procedura obliczeÒ jest doúÊ pracoch≥onna i polega
ogÛlnie na oszacowaniu zmiennoúci dla kaødej linii regresji, regresji wspÛlnej, po≥πczonej
oraz ca≥kowitej.

Σ     x2 Σ     xy Σ     y2 SSreszt dfreszt

regresja 1 A1 B1 C1

regresja 2 A2 B2 C2

. . . . . .

. . . . . .

regresja k Ak Bk Ck

regresja

Ñpo≥πczonaî

regresja
ÑwspÛlnaî

regresja At Bt Ct
ca≥kowita

Rozdzia≥ 9. Ustalanie relacji miÍdzy zmiennymi: zaleønoúci statystyczne...
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y

x

Ryc. 11. Problemy ekstrapolacji poza zakresem estymacji rÛwnania regresji.

WartoúÊ statystyki F dla porÛwnania wspÛ≥czynnikÛw kierunkowych b wynosi:
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z liczbπ stopni swobody dla licznika i mianownika rÛwnπ odpowiednio kñ1 oraz dfp.
WartoúÊ statystyki F dla porÛwnania wspÛ≥czynnikÛw a wynosi:

c

c

ct

df

SS
k

SSSS

F
  
 

  
 

−
−

=
1

z liczbπ stopni swobody dla licznika i mianownika rÛwnπ odpowiednio kñ1 oraz dfc.
Jeøeli odrzucimy hipotezÍ zerowπ zak≥adajπcπ rÛwnoúÊ wszystkich porÛwnywanych wspÛ≥-
czynnikÛw, to moøemy w dalszym ciπgu zastosowaÊ ktÛryú z testÛw porÛwnaÒ wielokrot-
nych, np. test Tukeya. IstotnoúÊ rÛønic miÍdzy poszczegÛlnymi weryfikujemy obliczajπc
wartoúÊ statystyki q:
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Podobnie, wartoúÊ statystyki q dla porÛwnaÒ wielokrotnych miÍdzy wspÛ≥czynnikami a
wyliczamy z rÛwnania:
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Moøemy takøe zastosowaÊ ogÛlny ca≥oúciowy test weryfikujπcy czy istnieje koincydencja
miÍdzy k rÛwnaniami regresji, tzn. sprawdziÊ czy wszystkie wspÛ≥czynniki b sπ sobie
rÛwne oraz czy wszystkie wspÛ≥czynniki a sπ sobie rÛwne:
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z liczbπ stopni swobody dla licznika i mianownika, rÛwnπ odpowiednio 2(kñ1) oraz dfp.
Jeøeli nie odrzucimy hipotez zerowych H0: b1 = b2 =... = = bk oraz H0: a1 = a2 =... =a2, to

moøemy obliczyÊ wartoúÊ wspÛlnych uúrednionych (waøonych) wspÛ≥czynnikÛw b i a,
ktÛre charakteryzujπ jednπ liniÍ regresji opisujπcπ wszystkie analizowane punkty doúwiad-
czalne (ze wszystkich grup).

Przyk≥ady zastosowaÒ opisanych wyøej procedur testowania rÛwnoleg≥oúci linii regre-
sji znajdzie Czytelnik w ÑCzÍúci II ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî.

Regresja wielokrotna i korelacje czπstkowe

Model regresji wielokrotnej

Z regresjπ wielokrotnπ (multiple regression) mamy do czynienia bardzo czÍsto w prakty-
ce badawczej, zw≥aszcza w z≥oøonych analizach ≥πcznego wp≥ywu parametrÛw klinicznych
i diagnostycznych, czy biochemicznych. Poniewaø w przypadku regresji wielokrotnej
mamy do czynienia z wiÍcej niø jednπ zmiennπ niezaleønπ, linii regresji nie moøemy
przedstawiÊ w prosty sposÛb w przestrzeni dwuwymiarowej. ZaleønoúÊ miÍdzy zmiennπ
zaleønπ a kilkoma zmiennymi niezaleønymi moøemy zobrazowaÊ rÛwnaniem:

y = a+b1*x1 +b2*x2 +...+bp*xp

gdzie b1, b2,... bp oznaczajπ wspÛ≥czynniki regresji zmiennych (parametrÛw) x1, x2,... xp.
WspÛ≥czynniki te reprezentujπ niezaleøne przyczynki kaødej ze zmiennych niezaleønych do
predykcji (przewidywania) badanej zmiennej zaleønej. WspÛ≥czynniki kierunkowe b1 i b2 sπ
czπstkowymi wspÛ≥czynnikami regresji i majπ sens statystyczny podobny do czπstkowych
wspÛ≥czynnikÛw korelacji (zobacz niøej). RÛøniπ siÍ one od odpowiadajπcych im liniowych
wspÛ≥czynnikÛw regresji prostej liczonych przy za≥oøeniu braku interakcji miÍdzy zmien-
nymi niezaleønymi. Aby to zaobserwowaÊ przeanalizujmy przyk≥ad 67 w ÑCzÍúci II ñ
Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî.
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Model regresji wielokrotnej moøemy stosowaÊ dla dowolnej liczby zmiennych niezaleø-
nych, ale w miarÍ wzrostu tej liczby interpretacja wynikÛw staje siÍ coraz bardziej z≥oøona.
NiektÛre parametry o charakterze czynnikÛw sta≥ych (fixed) sπ na przyk≥ad kluczowe
w†kaødej analizie danych klinicznych, i naleøy je zawsze uwzglÍdniaÊ lub skorygowaÊ inne
zmienne w≥πczane do modelu na ich obecnoúÊ. Swojπ decyzjÍ na temat tego, ktÛre zmienne
w≥πczyÊ, a ktÛre nie, moøemy oprzeÊ o wyniki badania zaleønoúci statystycznych poszcze-
gÛlnych zmiennych niezaleønych ze zmiennπ zaleønπ. W≥aúciwego doboru zmiennych do
modelu regresji wielokrotnej moøemy dokonaÊ stosujπc metody regresji krokowej postÍpujπ-
cej (w≥πczania zmiennych, forward stepwise) lub wstecznej (usuwanie zmiennych, backward
stepwise).

W pierwszym przypadku badamy na poczπtku parametry metodπ prostej regresji dla
kaødej z†rozwaøanych zmiennych. Parametr, dla ktÛrego zanotowaliúmy najwiÍkszy udzia≥
zmiennoúci wyjaúnionej (przez regresjÍ), w≥πczamy jako pierwszy do modelu. Ten najwiÍk-
szy udzia≥ oznacza, øe ta zmienna w najwiÍkszym stopniu wp≥ywa na dopasowanie
modelu. W taki sam sposÛb postÍpujemy dalej, testujπc (metodπ regresji wielokrotnej) jak
w≥πczenie kaødej ze zmiennych jako drugiej, trzeciej, ...n-tej wp≥ywa na dopasowanie
modelu. W≥πczanie kolejnych zmiennych do modelu przerywamy, gdy dodanie kolejnej
zmiennej nie poprawia istotnie dopasowania modelu lub kiedy osiπgamy za≥oøony wstÍp-
nie limit liczby zmiennych w modelu (zobacz niøej).

W drugim podejúciu w≥πczamy do modelu wszystkie dostÍpne zmienne (pozostajπc
w†granicach ustalonego wstÍpnie limitu liczby zmiennych). NastÍpnie usuwamy kolejne
zmienne z modelu sprawdzajπc, jak usuniÍcie kaødej zmiennej wp≥ywa na dopasowanie
modelu regresji do danych doúwiadczalnych. Procedura koÒczy siÍ, gdy udzia≥ wszystkich
zmiennych w modelu jest istotny lub gdy osiπgniemy za≥oøony limit liczby zmiennych
(zobacz niøej).

Dla duøych liczebnoúci (liczby przypadkÛw) i duøej liczby zmiennych procedury te
mogπ byÊ bardzo z≥oøone pod wzglÍdem rachunkowym. Dlatego teø do estymacji takich
stosujemy komputerowe pakiety statystyczne, w ktÛrych zastosowanie algorytmÛw obu
tych technik jest zautomatyzowane. CzÍsto zdarza siÍ, øe kaøda z technik Ñkrokowychî
prowadzi do odmiennych wynikÛw koÒcowych, to znaczy lista w≥πczonych do modelu
zmiennych moøe siÍ rÛøniÊ w metodzie postÍpujπcego w≥πczania i postÍpujπcego usuwania
zmiennych. Oznacza to, øe øadna z tych technik nie daje bezwzglÍdnie najlepszego wyboru
modelu dla okreúlonej liczby analizowanych zmiennych. Alternatywnym rozwiπzaniem jest
badanie dopasowania z uwzglÍdnianiem wszystkich moøliwych kombinacji zmiennych,
tzn. sprawdzenie, ktÛra pojedyncza zmienna daje najlepsze dopasowanie, ktÛra para
zmiennych daje najlepsze dopasowanie, nastÍpnie ktÛra trÛjka daje najlepsze dopasowanie,
i tak dalej. Niestety, jak zauwaøymy, niekoniecznie najlepiej dopasowana para zmiennych
bÍdzie uwzglÍdnia≥a najlepiej dopasowanπ pojedynczπ zmiennπ.

PamiÍtajπc o niebezpieczeÒstwie korelacji pozornych, musimy zauwaøyÊ, øe takøe
w†metodzie regresji wielokrotnej wprowadzenie wielu zmiennych do modelu moøe byÊ
ryzykowne, poniewaø zgodnie z zasadπ losowoúci, prawdopodobieÒstwo tego, øe wúrÛd
wielu elementÛw wielu zmiennych jakaú zmienna przez przypadek okaøe siÍ istotna, jest
wcale wysokie, szczegÛlnie w sytuacjach, gdy mamy do czynienia z niewielkπ liczbπ
obserwacji. OgÛlnie zaleca siÍ w≥πczaÊ do analiz wieloparametrowych przynajmniej 20 razy
wiÍcej przypadkÛw (obserwacji, pomiarÛw, przypadkÛw, pacjentÛw) niø wystÍpuje w niej
zmiennych (parametrÛw badanych). W przeciwnym wypadku, oceny linii regresji bÍdπ
bardzo niestabilne i bÍdπ silnie zaleøeÊ od liczby przypadkÛw.
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W przypadkach, kiedy mamy do czynienia z wieloma zmiennymi niezaleønymi, ktÛre
sπ powiπzane ze sobπ i silnie wzajemnie od siebie zaleøπ (sπ wspÛ≥liniowe) moøe wystπpiÊ
tzw. problem z≥ego uwarunkowania macierzy, spowodowany wystÍpowaniem zmiennych
nadmiarowych (redundant variables). Nadmiarowπ nazywamy takπ zmiennπ niezaleønπ, ktÛrej
wp≥yw na zmiennπ zaleønπ t≥umaczπ ca≥kowicie inne zmienne w modelu.

Jeøeli mamy do czynienia z badaniem zaleønoúci wúrÛd osobnikÛw, ktÛrych moøemy
zaklasyfikowaÊ do (kilku) rÛønych grup, poøπdane jest wprowadzenie do analizy regresji
wielokrotnej zmiennych niezaleønych dyskretnych (nieciπg≥ych) (multiple regression with
dummy variables, with discrete explanatory variables,); moøemy w ten sposÛb uzyskaÊ dodatko-
we cenne informacje dotyczπce np. wp≥ywu wystÍpowania choroby, infekcji, polimorfizmu
genetycznego, przedzia≥u wiekowego, p≥ci, itd. na zaleønoúci zmiennych.

W przypadkach, gdy jedna lub kilka analizowanych zmiennych niezaleønych ma
charakter nieciπg≥y, moøemy zastosowaÊ kilka sposobÛw. Powszechnie przyjÍtym rozwiπza-
niem jest wydzielenie kilku regionÛw (zwykle 3-5, zaleønie od wielkoúci prÛby) zmiennej
i†w≥πczenie do analizy nowej zmiennej grupujπcej (dyskretnej) zamiast zmiennej nieliniowej
(tak jak to opisano powyøej). WstÍpnie moøna takøe w≥πczyÊ oba Ñwariantyî zmiennej
nieliniowej ñ dyskretny i ciπg≥y i sprawdziÊ, jaki jest rzeczywisty wp≥yw nieliniowoúci na
zakres zmiennoúci. Alternatywnie, moøna takøe dokonaÊ transformacji danych w celu
linearyzacji zmiennej nieliniowej (zobacz Rozdzia≥ ÑTransformacje danych i odstajπce obserwa-
cje ñ sposoby Ñnormalizacjiî rozk≥aduî).

Korelacje czπstkowe

Badajπc zaleønoúÊ zmiennej zaleønej od grupy zmiennych niezaleønych zak≥adamy, øe
kaøda zmienna niezaleøna xi jest skorelowana ze zmiennπ y przy uwzglÍdnieniu wp≥ywu
wszystkich innych zmiennych niezaleønych. Kaøda z rozpatrywanych zmiennych niezaleø-
nych moøe potencjalnie wp≥ywaÊ na si≥Í zwiπzku innych zmiennych niezaleønych ze
zmiennπ zaleønπ. W sytuacji, gdy chcemy zbadaÊ jaki jest wp≥yw takich interakcji, korzysta-
my z metody obliczania korelacji czπstkowej (partial correlation), ktÛra uwzglÍdnia wp≥yw
wielu towarzyszπcych parametrÛw na wielkoúÊ relacji dwÛch spoúrÛd nich.

DziÍki uwzglÍdnieniu takich interakcji dowiadujemy siÍ jaki jest czπstkowy udzia≥
kaødego z wielu badanych parametrÛw na wyjaúnionπ zmiennoúÊ innego zaleønego para-
metru. Innymi s≥owy, korelacja czπstkowa charakteryzuje nam zwiπzek miÍdzy dwiema
badanymi zmiennymi ciπg≥ymi przy usuniÍciu wp≥ywu jakichkolwiek innych zmiennych
ciπg≥ych. Najprostszym wariantem analizy korelacji czπstkowej jest wy≥πczenie wspÛlnego
efektu jakiejú zmiennej (c) ze zwiπzku miÍdzy dwiema innymi badanymi zmiennymi (a,b).
Tak szacowany wspÛ≥czynnik korelacji czπstkowej wynosi:
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gdzie cabr ,  oznacza wspÛ≥czynnik korelacji miÍdzy zmiennymi a i b z wy≥πczeniem wp≥ywu
zmiennej c (zobacz teø ÑCzÍúÊ II ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî).

Rozdzia≥ 9. Ustalanie relacji miÍdzy zmiennymi: zaleønoúci statystyczne...
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Podsumowanie

ï Korelacja i regresja pozwalajπ na szacowanie zwiπzkÛw miÍdzy zmiennymi, a nie s≥uøπ
do wyznaczania ciπgu przyczynowo-skutkowego. Nie moøna dowieúÊ istnienia zwiπzku
przyczynowego opierajπc siÍ wy≥πcznie na wspÛ≥czynnikach korelacji czy regresji. Bez
naszej wiedzy o zjawisku czy procesie nie moøemy wiedzπc o wystÍpowaniu zaleønoúci
i†znajπc si≥Í takiej relacji powiedzieÊ, co jest przyczynπ (czynnikiem sprawczym), a co
skutkiem (efektem dzia≥ania czynnika).

ï Korelacja s≥uøy zasadniczo do badania zaleønoúci zmiennych zaleønych; do badania za-
leønoúci miÍdzy zmienna zaleønπ a zmiennπ niezaleønπ stosujemy metodÍ regresji.

ï Wraz ze zwiÍkszaniem liczby analizowanych przypadkÛw w wylosowanej prÛbie, wzra-
sta prawdopodobieÒstwo korelacji pozornych, czyli wzrasta liczba wynikÛw, ktÛre majπ
szansÍ przekroczyÊ ustalony poziom istotnoúci przez czysty przypadek. Stawia przed ba-
daczem wymÛg szczegÛlnej ostroønoúci w ocenie niespodziewanych, trudnych do racjo-
nalnego wyt≥umaczenia, lub pozbawionych biologicznego sensu zaleønoúci obserwowa-
nych parametrÛw.

ï Dobierajπc rodzaj krzywej do punktÛw doúwiadczalnych kierujemy siÍ przede wszyst-
kim wiedzπ o zachodzeniu procesu/zjawiska, a nie rozk≥adem danych doúwiadczalnych,
ktÛry w duøej mierze moøe byÊ wynikiem b≥ÍdÛw systematycznych pojawiajπcych siÍ
podczas kaødego badania.

ï Poziomy istotnoúci wspÛ≥czynnika korelacji oraz wspÛ≥czynnikÛw regresji sπ podstawo-
wym ürÛd≥em informacji o wiarygodnoúci oszacowanej miary zaleønoúci zmiennych.

ï Ma≥a liczebnoúÊ prÛby utrudnia, a niekiedy ca≥kowicie uniemoøliwia, wiarygodne orze-
kanie o wystÍpowaniu istotnej zaleønoúci miÍdzy zmiennymi. W ma≥o licznych prÛbach
trudniej wykazaÊ wiarygodnoúÊ badanej zaleønoúci.

ï Nie jest dopuszczalne uúrednianie wspÛ≥czynnikÛw korelacji dla kilku prÛb naleøπcych
do jednej wiÍkszej populacji; stosujemy wtedy inne zabiegi liczenia miary zaleønoúci re-
prezentatywnej dla wiÍkszej grupy powsta≥ej z fuzji kilku mniejszych prÛb.

ï Graficzna analiza wykresÛw rozrzutu jest niezbÍdnym elementem w metodzie regresji
i†metodzie korelacji; powinna ona byÊ jednπ ze wstÍpnych czynnoúci zmierzajπcych do
w≥aúciwej oceny zaleønoúci miÍdzy zmiennymi.

ï NiejednorodnoúÊ danych moøe byÊ istotnym czynnikiem wp≥ywajπcym na wartoúÊ sza-
cowanego wspÛ≥czynnika korelacji oraz wspÛ≥czynnikÛw krzywych regresji.

ï W analizach wieloparametrowych, takich jak np. metoda regresji wielokrotnej, powinni-
úmy uwzglÍdniaÊ przynajmniej 20 razy wiÍcej przypadkÛw (obserwacji, pomiarÛw, przy-
padkÛw, pacjentÛw) niø wystÍpuje w niej zmiennych (parametrÛw badanych). W prze-
ciwnym wypadku oceny linii regresji bÍdπ bardzo niestabilne i bÍdπ silnie zaleøeÊ od
liczby przypadkÛw.
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Tabele liczebnoúci i statystyki
oparte na charakterystyce testu chi2

W przypadku, gdy badamy zmiany liczebnoúci oraz zmiany ich wzajemnych proporcji
stosujemy tak zwane wielodzielcze (wielopolowe) tabele liczebnoúci (contingency tables). Sπ
to ñ najogÛlniej mÛwiπc ñ tabele krzyøowe z dwoma lub wiÍcej czynnikami, ktÛre s≥uøπ
nam do badania zaleønoúci miÍdzy zmiennymi. Warunkiem jaki spe≥niaÊ muszπ zmienne
jest ich dyskretny ñ a czÍsto po prostu dichotomiczny ñ rozk≥ad. Tabele wielodzielcze, ktÛre
umoøliwiajπ analizÍ liczebnoúci odpowiadajπcych kategoriom wyznaczanym przez wiÍcej
niø jednπ zmiennπ, stanowiπ kombinacjÍ dwÛch lub wiÍcej tabel liczebnoúci u≥oøonych
w†ten sposÛb, øe kaøda komÛrka tabeli reprezentuje jedynπ okreúlonπ kombinacjÍ konkret-
nych wartoúci tabelaryzowanych zmiennych. Tabele te konstruujemy w charakterystyczny
sposÛb: kategorie (poziomy) jednej zmiennej u≥oøone sπ w kolumnach, a drugiej zmiennej ñ
w rzÍdach tabeli. TabelaryzowaÊ moøemy jedynie zmienne dyskretne (nominalne) lub
zmienne o†ograniczonej liczbie sensownych wartoúci. Jeøeli chcielibyúmy tabelaryzowaÊ
zmiennπ ciπg≥π, to naleøa≥oby jπ najpierw zakodowaÊ, zamieniajπc wartoúci ciπg≥e na
umowne roz≥πczne kategorie (np. niski, úredni, wysoki).

Tabele liczebnoúci wykorzystywane sπ w najprostszym przypadku do porÛwnywania
liczebnoúci (jak to wynika z nazwy metody) w kilku grupach, ale dziÍki analizie liczebnoúci
w komÛrkach tabeli liczebnoúci moøna takøe zidentyfikowaÊ relacje, jakie zachodzπ miÍdzy
tabelaryzowanymi zmiennymi. Chcπc oceniÊ takie zaleønoúci wybralibyúmy intuicyjnie
metodÍ porÛwnywania rozk≥adÛw liczebnoúci w poszczegÛlnych wierszach i kolumnach
(tzw. liczebnoúci brzegowe lub warunkowe) (total cumulative frequencies of raws, columns).
Dokonanie takiego wstÍpnego porÛwnania jest oczywiúcie ≥atwiejsze, jeøeli porÛwnywane
liczebnoúci podawane sπ w formie czÍstoúci wzglÍdnej (procentu).

Do oceny zaleønoúci miÍdzy liczebnoúciami w rzÍdach i kolumnach tabeli wykorzysty-
wany jest test chi2 Pearsona (Pearson's chi-squared test). Statystyka tego testu jest podstawπ
wielu bardzo rozpowszechnionych i rutynowo stosowanych testÛw istotnoúci dla zmien-
nych jakoúciowych (lub kategoryzowalnych, czyli takich, ktÛre da siÍ zamieniÊ na kategorie
o rozk≥adzie dyskretnym). WartoúÊ statystyki testu chi2 jako miara rÛønic miÍdzy grupami
czy zaleønoúci miÍdzy zmiennymi opiera siÍ na fakcie, øe istnieje moøliwoúÊ szacowania
liczebnoúci oczekiwanych, to znaczy takich, jakich oczekiwalibyúmy gdyby nie istnia≥a
øadna zaleønoúÊ miÍdzy zmiennymi. Test ten s≥uøy do badania czy rozk≥ad przypadkÛw
pomiÍdzy kategoriami jednej zmiennej jest niezaleøny od ich rozk≥adu pomiÍdzy kategoria-
mi drugiej zmiennej. WartoúÊ statystyki testu chi2 staje siÍ rosnπco istotna w miarÍ powiÍk-
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szania siÍ odstÍpstw (odchyleÒ) od tego oczekiwanego schematu rozmieszczenia liczeb-
noúci w komÛrkach tabeli, to znaczy w miarÍ jak liczebnoúci w poszczegÛlnych komÛrkach
zaczynajπ siÍ rÛøniÊ.

Podobnie jak to mia≥o miejsce w testach parametrycznych, wartoúÊ statystyki testu chi2

oraz jej istotnoúÊ zaleøy od liczebnoúci prÛby, a konkretnie od liczby obserwacji i liczby
komÛrek w tabeli: juø niewielkie odchylenia od wartoúci oczekiwanych mogπ okazaÊ siÍ
istotne, jeøeli ca≥kowita liczebnoúÊ prÛby jest duøa. Za≥oøenie minimalnej liczebnoúci
w†poszczegÛlnych komÛrkach wiÍkszej od 5 jest jedynym wymaganiem i ograniczeniem
tego testu: przy mniejszych liczebnoúciach oceny prawdopodobieÒstw testu sπ wysoce
nieprecyzyjne.

W metodach wielowymiarowych, takich jak np. analiza log-liniowa, zamiast testu chi2

Pearsona stosowany jest analogiczny test chi2 najwiÍkszej wiarygodnoúci (chi-squared likeli-
hood ratio test), ktÛry testuje tÍ samπ hipotezÍ co statystyka chi2 Pearsona, jednak sposÛb jego
obliczania oparty jest na teorii najwiÍkszej wiarygodnoúci. Wartoúci obu tych testÛw sπ
w†praktyce najczÍúciej bardzo zbliøone.

Tabele czteropolowe

Najprostszπ formπ tabeli wielodzielczej jest tabela 2 na 2 (2 x 2) (fourfold tables), w ktÛrej
dwie zmienne sπ sklasyfikowane krzyøowo, a kaøda z nich moøe przyjmowaÊ tylko dwie
wartoúci. Kaøda obserwacja naleøy zatem do jednej z czterech komÛrek tabeli. Aby zdecy-
dowaÊ czy liczebnoúci te sπ rÛwne (kiedy nie oczekujemy zwiπzku miÍdzy zmiennymi,
czyli nie spodziewamy siÍ wp≥ywu ktÛrejkolwiek ze zmiennych na liczebnoúÊ), czy teø
istotnie rÛøne (kiedy zmienne nie sπ niezaleøne, czyli liczebnoúÊ komÛrek jest rÛøna dla
rÛønych kategorii kaødej ze zmiennych), obliczamy wartoúÊ statystyki testu chi2, ktÛra
okreúla jak bardzo liczebnoúci zaobserwowane (observed frequency) rÛøniπ siÍ od liczebnoúci
oczekiwanych (expected frequency), czyli takich, ktÛre wystπpi≥yby, gdyby zmienne by≥y
ca≥kowicie niezaleøne od siebie. Pod wzglÍdem rachunkowym wartoúÊ chi2 jest rÛwna
ca≥kowitej sumie wyraøeÒ [(liczebnoúÊ obserwowana ñ liczebnoúÊ oczekiwana)2/liczebnoúÊ
oczekiwana] liczonych dla wszystkich komÛrek tabeli:
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Jak widaÊ, im wiÍksza rÛønica miÍdzy liczebnoúciami obserwowanymi i oczekiwany-
mi, tym wiÍksza wartoúÊ x2 , i mniejsze prawdopodobieÒstwo, øe rÛønice miÍdzy liczebno-
úciami sπ czysto przypadkowe.

W praktyce do szybkiego obliczania wartoúci statystyki chi2 dla tabel 2 x 2 wygodniej
jest korzystaÊ z rÛwnania:
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gdzie liczebnoúci poszczegÛlnych komÛrek odpowiadajπ uk≥adowi w tabeli:

grupa kolumna 1 kolumna 2 razem

wiersz 1 a b e
wiersz 2 c d f

razem g h n

Zauwaømy, øe tabela czteropolowa jest rÛwnowaøna testom do porÛwnywania dwÛch
proporcji (zobacz niøej).

Poprawka Yatesa

Przybliøenie statystyki chi2 w ma≥ych tabelach typu 2 x 2 moøna poprawiÊ przez
pomniejszenie wartoúci rÛønicy pomiÍdzy oczekiwanπ i zmierzonπ liczebnoúciπ o 0.5 przed
podniesieniem do kwadratu ñ jest to tzw. poprawka na ciπg≥oúÊ Yatesa (Yates correction for
continuity), ktÛra sprzyja lepszej aproksymacji testu chi2 do testu normalnego. Jest tak
dlatego, øe rozk≥ad chi2 jest rozk≥adem opisujπcym zmienne ciπg≥e, a wykorzystujemy go do
analizy zmiennych dyskretnych, czyli nieciπg≥ych. Czym mniejsze sπ liczebnoúci w komÛr-
kach tabel liczebnoúci, tym bardziej taka nieciπg≥oúÊ zmiennych siÍ zaznacza, dlatego
poprawka ta powinna byÊ stosowana zw≥aszcza wtedy, gdy liczebnoúci w tabeli sπ ma≥e ñ
zdarza siÍ wÛwczas, øe niektÛre liczebnoúci oczekiwane stajπ siÍ mniejsze niø 10. Proponuje
siÍ, øe test chi2 moøe byÊ z powodzeniem stosowany w†sytuacjach, gdy ca≥kowita liczebnoúÊ
w komÛrkach tabeli jest nie mniejsza niø 20, a†liczebnoúci poszczegÛlnych komÛrek wyno-
szπ minimum 5 obserwacji.

RÛwnanie opisujπce wartoúÊ statystyki chi2 z uwzglÍdnieniem poprawki Yatesa ma
postaÊ:

∑
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Normalizacja rozk≥adu

Test normalny do porÛwnywania proporcji oraz test chi2 sπ matematycznie rÛwnocen-
ne, poniewaø wartoúci statystyk obu testÛw sπ zwiπzane zaleønoúciπ: χ2 = z2. ZaleønoúÊ ta
jest spe≥niona niezaleønie od stosowania poprawki na ciπg≥oúÊ Yatesa pod warunkiem, øe
poprawkÍ takπ uwzglÍdnimy w obu porÛwnywanych metodach obliczeÒ. Zauwaømy, øe
wartoúci krytyczne testu chi2 odpowiadajπ wartoúciom krytycznym obustronnego testu
normalnego jedynie dla przypadku, gdy wystÍpuje 1 stopieÒ swobody (czyli dla tabel
2†x†2). Korespondencja taka nie istnieje dla tabel wyøszego rzÍdu (o wiÍkszej liczbie pÛl),
gdyø w takich zestawieniach mamy de facto do czynienia z†porÛwnaniami wielokrotnymi.
Przewagπ testu normalnego dla proporcji jest na pewno to, øe wartoúci przedzia≥u ufnoúci
moøna obliczyÊ o wiele ≥atwiej. Z kolei, test chi2 jest prostszy w uøyciu, a takøe moøe byÊ on
rozbudowany do porÛwnywania wiÍcej niø dwÛch proporcji oraz do zestawieÒ tabel
wielodzielczych.

Rozdzia≥ 10. Tabele liczebnoúci i statystyki...
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Tabele wielopolowe

Logika oraz metoda obliczeÒ stosowana w analizie tabel czteropolowych moøe byÊ takøe
zastosowana do tabel liczebnoúci z wiÍkszπ liczbπ kolumn (c) i wierszy (r):
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Dla tablic wielopolowych nie istnieje opcja rachunkowa uwzglÍdniajπca poprawkÍ na
ciπg≥oúÊ. Przyjmuje siÍ, øe szacowana wartoúÊ statystyki chi2 jest poprawna, o ile nie wiÍcej
niø 20% wartoúci liczebnoúci oczekiwanych jest mniejsze od 5 i øadna nie jest mniejsza od 1.
Jeøeli warunek ten nie jest spe≥niony, praktycznym sposobem zaradzenia temu ogranicze-
niu moøe byÊ ≥πczenie liczebnoúci kolumn i/lub wierszy w wiÍksze grupy.

Dla tabel wielopolowych nie dysponujemy takøe wariantem rÛwnania do szybkiego
obliczania wartoúci statystyki chi2, co najwyøej moøna wykorzystywaÊ alternatywne wa-
rianty rÛwnaÒ dla tabel 2 x c lub 2 x r. Liczebnoúci oczekiwane naleøy liczyÊ osobno dla
kaødej komÛrki wed≥ug wzoru:
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Chociaø w celu wstÍpnego porÛwnania liczebnoúci w komÛrkach tabeli przedstawia siÍ
je czÍsto w formie czÍstoúci wzglÍdnych (procentu), czÍstoúci takich nie naleøy stosowaÊ
przy liczeniu wartoúci statystyki chi2, wtedy zawsze stosujemy liczebnoúci bezwzglÍdne;
odnosi siÍ to zresztπ do wszystkich rodzajÛw tabel wielodzielczych, takøe tabel czteropolo-
wych.

Test chi2 dla tabeli typu 2 x c, czyli takiej, ktÛra zawiera dwa wiersze i c kolumn, jest
niczym innym jak testem c proporcji, z ktÛrych kaøda reprezentuje jednπ kolumnÍ tabeli.
W†takim przypadku do obliczania wartoúci statystyki chi2 moøemy pos≥uøyÊ siÍ wzorem:
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gdzie n jest sumarycznπ liczebnoúciπ dla danej kolumny, zaú r liczebnoúciπ gÛrnego rzÍdu
z†tej kolumny; podobnie, N jest ca≥kowitπ liczebnoúciπ tabeli, zaú R sumarycznπ liczebnoúciπ
gÛrnego rzÍdu w tabeli. Poniewaø w analizie tabel liczebnoúci wiersze moøna traktowaÊ
wymiennie z kolumnami bez wp≥ywu na wartoúÊ szacowanej statystyki chi2, podany
powyøej wzÛr moøna stosowaÊ jednakowo dobrze takøe do tabel typu r x 2.

Test dok≥adny Fishera

Jeøeli liczebnoúci sπ niewielkie, to aproksymacja testu chi2 do testu normalnego nie jest
wiarygodna. Obliczana wartoúÊ statystyki chi2 nie jest wtedy dobrym wymiernikiem
zaleønoúci miÍdzy zmiennymi. W sytuacjach gdy:

Σ
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ï ca≥kowita liczebnoúÊ jest mniejsza niø 20, lub
ï ca≥kowita liczebnoúÊ wynosi miÍdzy 20 a 40, i najmniejsza z liczebnoúci jest niøsza niø 5,

zamiast testu chi2 stosujemy tzw. dok≥adny test Fishera (Fisher's exact test).
WartoúÊ tzw. dok≥adnego prawdopodobieÒstwa testu Fishera dla tablicy czteropolowej

obliczamy wed≥ug rÛwnania:
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gdzie symbole hgfedcba ,,,,,,,  sπ liczebnoúciami poszczegÛlnych komÛrek tabeli 2 x 2
zgodnie z oznaczeniem podanym poniøej.

grupa kolumna 1 kolumna 2 razem

wiersz 1 a b e
wiersz 2 c d f
razem g h n

PamiÍtajmy, øe test ten jest dostÍpny jedynie w tabelach 2 x 2 i nie ma odpowiednikÛw
w tabelach wielopolowych. Opiera siÍ on na obliczaniu, jakie sπ prawdopodobieÒstwa
wystπpienia liczebnoúci obserwowanych oraz prawdopodobieÒstwa wszystkich bardziej
skrajnych liczebnoúci od tych, ktÛre wystÍpujπ w tabeli, przy zachowaniu tych samych
liczebnoúci sumarycznych dla wierszy i kolumn (zobacz ÑCzÍúÊ II ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady
i†zadaniaî).

IstotnoúÊ rÛønic badanπ tym testem moøna w praktyce oceniÊ dwojako:
(i) jest to albo suma prawdopodobieÒstwa wystπpienia liczebnoúci takich jak te obserwowa-

ne w tabeli plus prawdopodobieÒstw wystπpienia liczebnoúci bardziej skrajnych (czyli
mniej prawdopodobnych tabel):
istotnoúÊ (metoda I) = P (liczebnoúci obserwowane w tabeli) + P (liczebnoúci mniej prawdopodobne)

albo
(ii) podwojona suma prawdopodobieÒstwa wystπpienia liczebnoúci takich jak te obserwo-

wane w tabeli plus prawdopodobieÒstw wystπpienia liczebnoúci bardziej skrajnych (czyli
mniej prawdopodobnych tabel) przy zachowaniu tego samego kierunku zmian, co obser-
wowany w tabeli:
istotnoúÊ (metoda II) = 2 x [P (liczebnoúci obserwowane w tabeli) + P (liczebnoúci bardziej skrajnego

†††rozk≥adu przy zachowaniu tego samego kierunku zmian)]

Testy sparowane (chi-squared test for paired case)

PorÛwnywanie dwÛch proporcji

W niektÛrych badaniach jesteúmy zainteresowani porÛwnaniami proporcji obliczanymi
na podstawie obserwacji sparowanych. Mogπ to byÊ proporcje zmierzone dwukrotnie
u†tych samych osobnikÛw, lub badania kontrolno-kliniczne, gdy osoby w≥πczane do badaÒ
dobieramy w úciúle okreúlony sparowany sposÛb, na przyk≥ad pod wzglÍdem wieku i/lub
p≥ci. Pod wzglÍdem rachunkowym metody te opierajπ siÍ na logice testu chi2 dla tabel
czteropolowych (dla liczebnoúci) lub testu normalnego (dla proporcji), ale charakteryzujπ
siÍ one w≥asnπ odmiennπ specyfikπ zestawienia danych w tabelach liczebnoúci, ktÛra jest
rÛøna od typowych tabel 2 x 2 (zobacz ÑCzÍúÊ II ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî).

Rozdzia≥ 10. Tabele liczebnoúci i statystyki...
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Test chi2 McNemara ñ test niezgodnych par

Test chi2 McNemara (McNemar's chi-squared test, discordant pairs test) naleøy stosowaÊ, jeúli
liczebnoúci w†tabeli 2 x 2 reprezentujπ prÛbki zaleøne. Typowymi zastosowaniami tego testu
jest porÛwnywanie liczebnoúci w uk≥adzie pomiarowym typu przed i po (np. operacji, kuracji,
zadzia≥aniu czynnika, itp.). Statystyka chi2 testu McNemara, uwzglÍdniajπca liczbÍ par
niezgodnych b i c, testuje hipotezÍ, øe liczebnoúci w komÛrkach b i c (prawa gÛrna i†lewa
dolna) sπ identyczne:
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Test McNemara, lub jego aproksymacjÍ do rozk≥adu normalnego, moøna z powodzeniem
wykorzystywaÊ, o ile liczba par niezgodnych wynosi przynajmniej 10. W przypadku mniej-
szej liczby par naleøy zastosowaÊ metodÍ szacowania dok≥adnych prawdopodobieÒstw dla
zmiennych binarnych (rozk≥ad dwumianowy) (zobacz przyk≥ad 83 w ÑCzÍúci II ñ Uzupe≥nie-
nia, przyk≥ady i zadaniaî).

RÛønicÍ proporcji sparowanych, ktÛra jest liczbowo rÛwna rÛønicy proporcji wynikÛw
dodatnich (czyli proporcji zgodnych wynikÛw w stosunku do wszystkich obserwowanych
wynikÛw), b≥πd standardowy takiej rÛønicy oraz odpowiedni przedzia≥ ufnoúci, moøna
policzyÊ wed≥ug rÛwnaÒ:
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Tabele zbiorcze 2 x 2

W przypadku analiz wielu rÛønych tabel czteropolowych ich ≥πczenie moøe prowadziÊ
do przek≥amania wynikÛw testu chi2 we wszystkich przypadkach, gdzie mamy do czynie-
nia z wystÍpowaniem zmiennych uwik≥anych (towarzyszπcych, stanowiπcych dodatkowy
czynnik), ktÛre mogπ wp≥ywaÊ na liczebnoúci komÛrek tabeli. Takπ zmiennπ jest bardzo
czÍsto p≥eÊ lub wiek. £πczenie danych moøe istotnie maskowaÊ zasadniczy efekt, jeøeli
nasilenie tego efektu zaleøy istotnie od wartoúci zmiennej towarzyszπcej. Optymalnie
by≥oby przeprowadziÊ analizÍ w kaødej z mniejszych podgrup osobno. Jeøeli jednak
chcemy szacowaÊ efekt w ca≥ej grupie, a nie osobno w kaødej z podgrup, naleøy wtedy
stosowaÊ metody standaryzacji danych opisane dok≥adnie w dalszej czÍúci tego opracowa-
nia (ÑMetody wykorzystywane w badaniach populacyjnychî).
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Test chi2 Mantela-Haenszela

Niekiedy zachodzi potrzeba policzenia wartoúci sumarycznej statystyki chi2 dla uk≥adu
zawierajπcego kilka oddzielnych podgrup danych (np. rÛøne p≥cie, rÛøne grupy wiekowe,
rÛøne stadia zaawansowania choroby, itp.). Metodπ, ktÛra na to pozwala, zachowujπc
jednoczeúnie informacje na temat wp≥ywu towarzyszπcych zmiennych na rozk≥ad liczebno-
úci w takiej zbiorczej tabeli sk≥adajπcej siÍ z kilku niezaleønych tabel czteropolowych, jest
test chi2 Mantela-Haenszela (Mantel-Haenszel chi-squared test). Test ten jest szczegÛlnie
przydatny w sytuacjach, gdy wp≥yw badanych zmiennych jest widoczny, ale nieistotny, na
przyk≥ad ze wzglÍdu na ma≥e liczebnoúci w podgrupach. Aby policzyÊ wartoúÊ statystyki
chi2 tego testu musimy znaÊ:
ï liczebnoúÊ obserwowanπ, a,
ï liczebnoúÊ oczekiwanπ dla a, negf aoczek /)( = ,
ï zmiennoúÊ liczebnoúci a, Va = efgh/[n2 (n ñ 1)]
zgodnie z oznaczeniami komÛrek tabeli:

grupa kolumna 1 kolumna 2 razem

wiersz 1 a b e
wiersz 2 c d f
razem g h n

WartoúÊ statystyki chi2 z uwzglÍdnieniem poprawki na ciπg≥oúÊ obliczamy nastÍpujπco:

χ2
MH  =                                                                              

Zauwaømy, øe statystykÍ dla tego testu oceniamy dla jedynie 1 stopnia swobody, niezaleønie
od tego, ile tabel 2 x 2 zawiera nasza tabela zbiorcza.

Moøe siÍ wydawaÊ dziwne, øe wartoúÊ statystyki chi2 jest liczona jedynie w oparciu
o†liczebnoúÊ w komÛrce a, bez uwzglÍdniania liczebnoúci innych komÛrek tabeli. Zauwaø-
my jednak, øe w sytuacji gdy znamy wartoúÊ a, moøemy policzyÊ takøe liczebnoúci dla
innych komÛrek na podstawie liczebnoúci brzegowych e, f g oraz h. Gdybyúmy zastosowali
test Mantela-Haenszela do standardowej tabeli 2 x 2, szacowana wartoúÊ statystyki chi2

by≥aby bliska (ale nie identyczna) wartoúci standardowego testu chi2: dok≥adnie ñ by≥aby
ona (n ñ 1)/n razy mniejsza od wartoúci standardowej chi2. £atwo zauwaøyÊ, øe rÛønica ta
jest zaniedbywalnie ma≥a dla liczebnoúci ca≥kowitych powyøej 20 (< 5%), czyli takich jakie
stanowiπ granicznπ liczebnoúÊ dla stosowania testu chi2.

Ograniczenia

Test Mantela-Haenszela jest aproksymacjπ, a poprawnoúÊ jego stosowania w konkret-
nych przypadkach okreúla tzw. Ñregu≥a 5î. Aby jπ zastosowaÊ musimy znaÊ sumy nastÍpu-
jπcych wyraøeÒ dla wszystkich komÛrek tabeli:

(i) wartoúÊ minimalna (e, g), oraz
(ii) wartoúÊ maksymalna (0, g ñ f), ktÛra wynosi 0 gdy g jest mniejsze lub rÛwne f lub

g†ñf, gdy g jest wiÍksze.

( Σa ñ Σ foczek(a)  ñ 0.5)2

ΣVa

, d.f. = 1
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Obie sumy muszπ rÛøniÊ siÍ od sumy liczebnoúci oczekiwanych przynajmniej o 5, aby
moøna by≥o zastosowaÊ test Mantela-Haenszela.

Test chi2 dla trendu

Test chi2 dla tabel postaci 2 x c jest ogÛlnym testem wykorzystywanym do badania
rÛønic miÍdzy c proporcjami, z ktÛrych kaøda reprezentuje jednπ kolumnÍ tabeli. Jeøeli
kolumny takie uk≥adajπ siÍ w okreúlonym porzπdku rosnπcym (lub malejπcym), to lepszym
rozwiπzaniem jest zastosowanie testu chi2 dla trendu (chi-squared test for trend) niø zwyk≥ego
testu porÛwnania proporcji:

( )
B

A
trend

2
2 5.0−

=χ , 1.. =fd ,

(rÛwnanie uwzglÍdnia poprawkÍ na ciπg≥oúÊ, ktÛrπ moøna pominπÊ, gdy punktacja komÛr-
ki nie jest toøsama z numerem porzπdkowym kolumny)

gdzie ( ) ( )  −= nx
N

R
rxA i [ ]  −

−
−

= 22
2

)()(
)1(

)(
nxnxN

NN

RNR
B

W rÛwnaniach tych: rx oznacza iloczyn liczebnoúci gÛrnego wiersza kaødej kolumny
i†punktacji komÛrki wyznaczajπcej jej miejsce w porzπdku rosnπcym (lub malejπcym)
badanego trendu, nx i nx2 to iloczyny punktacji (lub jej kwadratu) komÛrki dla badanego
trendu i†sumarycznej liczebnoúci odpowiedniej kolumny, N i R oznaczajπ odpowiednio
liczebnoúÊ ca≥kowitπ tabeli oraz liczebnoúÊ sumarycznπ dla gÛrnego wiersza.

Jeøeli dane obejmujπ kilka oddzielnych podgrup i nie moøna ich po≥πczyÊ ze wzglÍdu
na obecnoúÊ zmiennych uwik≥anych, test trendu naleøy przeprowadzaÊ osobno dla kaødego
podzbioru danych.

Moøna jednak w takim przypadku ñ podobnie jak to zrobiliúmy dla tabel zbiorczych
2†x 2 ñ zastosowaÊ ca≥oúciowy test dla trendu, ktÛry uwzglÍdnia zarÛwno indywidualne
trendy w podgrupach, jak i (towarzyszπce) zmienne uwik≥ane. Niezaleønie od liczby
podgrup test taki ma tylko 1 stopieÒ swobody:

( )
 

 −
=

B

A
całościowy

2

2
5.0

χ

Rzadziej stosowane statystyki oparte na teúcie chi2, takie jak wspÛ≥czynnik F czy
wspÛ≥czynnik zgodnoúci, omÛwiono w Rozdziale ÑMetody nieparametryczneî.

Podsumowanie

ï Tabele liczebnoúci s≥uøπ do porÛwnywania liczebnoúci grup oraz do identyfikowania re-
lacji miÍdzy zmiennymi jakoúciowymi (lub takimi, ktÛre da siÍ zamieniÊ na kategorie
o†rozk≥adzie dyskretnym).

Σ Σ Σ Σ

Σ
Σ
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ï W analizie tabel liczebnoúci stosujemy test chi2 Pearsona, ktÛry s≥uøy najczÍúciej do bada-
nia, czy rozk≥ad przypadkÛw naleøπcych do rÛønych kategorii jednej zmiennej jest nieza-
leøny od rozk≥adu dla kategorii drugiej zmiennej. WartoúÊ statystyki tego testu jest miarπ
rÛønic miÍdzy grupami lub zaleønoúci miÍdzy zmiennymi.

ï Statystyka testu chi2 Pearsona, stosowana w analizie danych o rozk≥adach nieciπg≥ych,
jest oparta na ciπg≥ym rozk≥adzie chi2. Przybliøenie statystyki ciπg≥ego rozk≥adu chi2 dla
zmiennych dyskretnych (nieciπg≥ych) moøna poprawiÊ stosujπc tzw. poprawkÍ na ciπ-
g≥oúÊ Yatesa, ktÛra sprzyja lepszej aproksymacji testu chi2 do testu normalnego. Popraw-
kÍ tÍ stosujemy wy≥πcznie w ma≥ych tabelach 2 x 2.

ï WartoúÊ statystyki testu chi2 oraz jej istotnoúÊ zaleøy od liczby obserwacji i liczby komÛ-
rek w tabeli. Za≥oøenie minimalnej liczebnoúci w poszczegÛlnych komÛrkach wiÍkszej od
5 oraz ca≥kowitej liczebnoúci nie mniejszej niø 20 jest podstawowym wymaganiem i ogra-
niczeniem tego testu.

ï W sytuacjach gdy za≥oøenie to nie jest spe≥nione, powinniúmy zamiast testu chi2 stosowaÊ
dok≥adny test Fishera.

ï Test chi2 dla tabel 2 x 2 jest matematycznie rÛwnocenny testowi normalnemu do porÛw-
nywania proporcji. Przewagπ testu normalnego dla proporcji jest ≥atwoúÊ oszacowania
przedzia≥u ufnoúci, test chi2 z kolei moøe byÊ rozbudowany do porÛwnywania wiÍcej niø
dwÛch proporcji oraz do zestawieÒ tabel wielodzielczych.

ï Tabele wielodzielcze, ktÛre umoøliwiajπ analizÍ liczebnoúci odpowiadajπcych kategoriom
wyznaczanym przez wiÍcej niø jednπ zmiennπ, stanowiπ kombinacjÍ dwÛch lub wiÍcej
tabel liczebnoúci typu 2 x 2.

Rozdzia≥ 10. Tabele liczebnoúci i statystyki...
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Rozdzia≥ 11

Metody wielowymiarowe

Z uwagi na niezwyk≥π z≥oøonoúÊ i wielowymiarowoúÊ otaczajπcej nas rzeczywistoúci
sytuacje, w ktÛrych pojedyncza zmienna jest w stanie opisaÊ i wyjaúniÊ dane zjawisko (tak
jak ma to miejsce np. przy stosowaniu testu t) naleøπ do rzadkoúci. W przypadku kiedy
mamy do czynienia jednoczeúnie z wiÍcej niø jednπ zmiennπ zaleønπ lub niezaleønπ, logika
i istota obliczeÒ nie zmienia siÍ w stosunku do analiz jednowymiarowych, chociaø oblicze-
nia stajπ siÍ coraz bardziej z≥oøone. Do analizy statystycznej takich przypadkÛw stosujemy
rÛøne metody wielowymiarowe (multiparametric analyses), ktÛre pozwalajπ nam badaÊ jak
na zmiennπ lub zmienne zaleøne wp≥ywa wiele zmiennych wyjaúniajπcych, czyli w jaki
sposÛb liczne zmienne zaleøne zmieniajπ siÍ razem. Do metod tych naleøπ na przyk≥ad
analiza wariancji, regresja wielokrotna, regresja logistyczna czy modele log-liniowe.

W przypadkach kiedy mamy kilka/wiele zmiennych zaleønych nasza hipoteza zak≥a-
da, øe wszystkie zmienne ulegajπ wp≥ywowi rÛønicy pomiÍdzy grupami (kategoriami
zmiennej lub zmiennych niezaleønych). Do testowania takich hipotez moøemy na przyk≥ad
wykorzystaÊ rÛøne rodzaje wielowymiarowej analizy wariancji (multiple multiparametric
analysis of variance) (MANOVA). Jeúli nasz globalny test wielowymiarowy wykryje istotnoúÊ
miÍdzy porÛwnywanymi grupami, wÛwczas wnioskujemy, øe odpowiedni efekt (wp≥yw
zmiennej grupujπcej) jest istotny. Nasze dalsze pytania mogπ dotyczyÊ tego, ktÛra ze
zmiennych zaleønych ñ i na ile ñ jest istotna w†globalnym kszta≥towaniu tego efektu.

W praktyce po stwierdzeniu statystycznej istotnoúci testu wielowymiarowego (global-
nego efektu g≥Ûwnego) moøemy przeprowadziÊ jednowymiarowe testy F dla kaødej ze
zmiennych, aby dokonaÊ interpretacji odpowiedniego efektu, czyli zidentyfikowaÊ zmiennπ
zaleønπ, ktÛra wnosi wk≥ad w istotnoúÊ ogÛlnego efektu. Naleøy pamiÍtaÊ jednak, øe taka
jednowymiarowa analiza nie pozwala nam na ocenÍ kompleksowπ ñ na okreúlenie czy
jedna grupa rÛøni siÍ od drugiej zespo≥em cech. W takich przypadkach stosujemy w≥aúnie
analizy wielowymiarowe ñ przeprowadzane w wielu wymiarach, to jest z uwzglÍdnieniem
wielu zmiennych rÛwnoczeúnie. Taka ÑwielowymiarowoúÊî jest powodem, øe metodologicz-
nie i obliczeniowo metody te sπ z≥oøone i analizy tego typu przeprowadza siÍ zawsze
z†wykorzystaniem komputerowych pakietÛw statystycznych.
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Analiza dyskryminacji

Analiza dyskryminacyjna (discriminant analysis) jest bardzo przydatnym narzÍdziem
s≥uøπcym do:
ï wykrywania tych zmiennych, ktÛre pozwalajπ badaczowi najlepiej dyskryminowaÊ (roz-

dzielaÊ) rÛøne (naturalne wy≥aniajπce siÍ) grupy, oraz
ï do klasyfikacji poszczegÛlnych obserwacji (przypadkÛw) do rÛønych grup z wiÍkszπ traf-

noúciπ niø przez czysty przypadek.
Naleøy ona do tzw. analiz wielowymiarowych, to znaczy takich, ktÛre uwzglÍdniajπ

wp≥yw grupy zmiennych (a nie jednej zmiennej) na innπ zmiennπ w tym samym czasie. Na
przyk≥ad, wiemy, øe pacjenci z chorobπ wieÒcowπ charakteryzujπ siÍ zmienionymi warto-
úciami licznych parametrÛw biochemicznych, metabolicznych, koagulologicznych, reolo-
gicznych, itd. Badajπc zmiennoúÊ kaødego z tych parametrÛw moøemy wykazaÊ (lub nie)
istotne rÛønice ich wartoúci w obu grupach, tzn. u ludzi zdrowych i osÛb z chorobπ
wieÒcowπ. NiektÛre z nich odrÛøniajπ badane grupy bardzo wyraünie, tzn. majπ wysoce
istotnie rÛøne wartoúci úrednie, inne nie rÛøniπ siÍ na tyle istotnie, abyúmy postrzegali te
rÛønice jako regularnπ prawid≥owoúÊ spotykanπ zawsze przy porÛwnaniach osÛb zdrowych
i osÛb chorych. Wypowiadajπc siÍ na przyk≥ad na temat tego, czy porÛwnywane grupy
rÛøniπ siÍ pewnym zespo≥em parametrÛw biochemicznych czy koagulologicznych moøemy
jedynie ñ na podstawie indywidualnego badania istotnoúci rÛønic dla kaødego z parame-
trÛw ñ orzec, øe niektÛre parametry sπ istotnie rÛøne miÍdzy grupami, a inne nie. Jest tak
dlatego, iø analizÍ przeprowadzamy jakby w jednym wymiarze ñ niezaleønie dla kaødego
parametru ñ nie wnikajπc w moøliwe interakcje miÍdzy zmiennymi zaleønymi.

Analiza funkcji dyskryminacyjnej jako narzÍdzie do dyskryminacji grup

Analiza funkcji dyskryminacyjnej jest stosowana do rozstrzygania, czy dany Ñzestawî
zmiennych ñ i ktÛre zmienne w takim zestawie ñ dyskryminujπ dwie lub wiÍcej naturalnie
wy≥aniajπce siÍ grupy. Co wiÍcej, analizÍ dyskryminacyjnπ moøna wykorzystaÊ do rozstrzy-
gania, ktÛra zmienna lub zmienne przyczyniajπ siÍ w najwiÍkszym stopniu do rozseparo-
wania grup, a takøe ktÛre z nich mogπ byÊ najlepszymi predyktorami przynaleønoúci
okreúlonych obserwacji (przypadkÛw) do danej grupy.

Pod wzglÍdem rachunkowym, analiza funkcji dyskryminacyjnej jest bardziej ogÛlnπ
formπ metody analizy wariancji (ANOVA). G≥Ûwnπ ideπ analizy funkcji dyskryminacyjnej
jest rozstrzyganie, czy grupy rÛøniπ siÍ ze wzglÍdu na úredniπ pewnej zmiennej, a nastÍpnie
wykorzystanie tej zmiennej do przewidywania przynaleønoúci nowych przypadkÛw do
okreúlonej grupy. Jeøeli okreúlona zmienna przyjmuje zasadniczo rÛøne wartoúci dla przy-
padkÛw naleøπcych do rÛønych grup, to juø ta jedna zmienna moøe byÊ uøytecznym
predyktorem przynaleønoúci do okreúlonej grupy, poniewaø jej wartoúÊ dobrze dyskrymi-
nuje porÛwnywane grupy. NajczÍúciej jednak pojedyncze zmienne nie dajπ tak doskona≥ej
dyskryminacji i musimy wykorzystaÊ zespÛ≥ cech (parametrÛw, zmiennych) w celu w≥aúci-
wej i poprawnej klasyfikacji.

Jeøeli mamy do czynienia z pojedynczπ zmiennπ, to stosujemy test F do weryfikacji czy
zmienna ta jest rÛøna w rÛønych grupach, tzn. czy zmienna ta dyskryminuje grupy. WartoúÊ
statystyki testu F zaleøy oczywiúcie od wielkoúci wariancji miÍdzygrupowej: jeúli jest ona
istotnie wiÍksza od wariancji wewnπtrzgrupowej, to muszπ wystÍpowaÊ istotne rÛønice

Rozdzia≥ 11. Metody wielowymiarowe
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miÍdzy úrednimi w badanych grupach. Poniewaø w metodzie analizy dyskryminacyjnej
mamy do czynienia z wieloma zmiennymi, zamiast wartoúci jednowymiarowej statystyki F
obliczamy wartoúÊ wielowymiarowπ F (tzw. lambda Wilksa), opartπ na porÛwnaniu macie-
rzy wariancji b≥Ídu (zmiennoúci wewnπtrzgrupowej) i macierzy efektu (zmiennoúci miÍ-
dzygrupowej).

Jednym z dwÛch najpowszechniejszych zastosowaÒ metody analizy funkcji dyskrymi-
nacyjnej jest wyodrÍbnianie spoúrÛd wielu zmiennych (cech, parametrÛw) tych, ktÛre
najlepiej dyskryminujπ grupy. ZnajomoúÊ takich zmiennych pozwala nam dobieraÊ je
w†celu sprawdzania przynaleønoúci poszczegÛlnych obserwacji do okreúlonej grupy. MÛ-
wiπc o zmiennych znajdujπcych siÍ w modelu mamy na myúli te, ktÛre najbardziej
przyczyniajπ siÍ do poprawnej separacji grup, podczas gdy pozosta≥e zmienne znajdujπce
siÍ poza modelem, nie wnoszπ øadnej poprawy dyskryminacji porÛwnywanych grup.

Taki najw≥aúciwszy model analizy dyskryminacyjnej budowany jest etapowy: do mo-
delu w≥πczane sπ stopniowo kolejne zmienne w oparciu o ocenÍ czy dana zmienna
poprawia (lub nie pogarsza) dyskryminacji grup (jest to tak zwany model analizy dyskry-
minacyjnej krokowej postÍpujπcej). Alternatywnie, do modelu w≥πczane sπ wszystkie zmien-
ne, a nastÍpnie, zmienne, ktÛre najmniej wnoszπ do przewidywania przynaleønoúci do
grupy, sπ stopniowo eliminowane z modelu. Ostatecznym wynikiem analizy jest w≥πczenie
wszystkich Ñistotnychî zmiennych (czyli takich, ktÛre najbardziej przyczyniajπ siÍ do
dyskryminacji grup), oraz pozbycie siÍ zmiennych zbÍdnych. ÑSelekcjaî taka dokonuje siÍ
w†oparciu o wartoúÊ statystyki testu F dla kaødej zmiennej, ktÛra wskazuje na istotnoúÊ
statystycznπ zmiennej w dyskryminowaniu grup, to znaczy mÛwi, jaki jest indywidualny
przyczynek zmiennej w przewidywaniu przynaleønoúci danej obserwacji do grupy. Takie
waøenie Ñznaczeniaî kaødej zmiennej przy duøej liczbie zmiennych i przypadkÛw jest doúÊ
zawi≥π procedurπ pod wzglÍdem rachunkowym i nie by≥oby oczywiúcie moøliwe bez
wykorzystania komputerowych pakietÛw statystycznych. Musimy sobie uúwiadamiaÊ, øe
tak liczona istotnoúÊ nie jest oczywiúcie odzwierciedleniem rzeczywistej wielkoúci b≥Ídu I
rodzaju, czyli nie mÛwi nam dok≥adnie jakie jest prawdopodobieÒstwo b≥Ídnego odrzuce-
nia hipotezy zerowej, mÛwiπcej, øe nie ma øadnego zrÛønicowania miÍdzy grupami. Dzieje
siÍ tak dlatego, øe algorytm dzia≥ania takich komputerowych procedur statystycznych
polega na Ñprzebieraniuî wúrÛd wielu zmiennych i poszukiwaniu modelu, w ktÛrym
dyskryminacja miÍdzy grupami bÍdzie najlepsza.

OgÛlnie, analiza funkcji dyskryminacyjnej jest metodπ analogicznπ do metody regresji
wielokrotnej, a takie podobieÒstwo widaÊ wyraünie, kiedy porÛwnujemy dwie grupy.
W†przypadku takim, rÛwnanie regresji wielokrotnej odpowiada dok≥adnie rÛwnaniu funk-
cji dyskryminacyjnej i ma postaÊ:

y = a + b1x1 + b2x2 +... + bnxn

Interpretujπc wyniki takiego rÛwnania pamiÍtamy, øe zmienne, ktÛre majπ najwiÍksze
(standaryzowane) wspÛ≥czynniki regresji (standardized regression coefficients), przyczyniajπ
siÍ najbardziej do predykcji zmiennej zaleønej na podstawie zmiennych niezaleønych. Jeøeli
naszπ zmiennπ zaleønπ zdefiniujemy sobie jako przynaleønoúÊ obserwacji do ktÛrejú grupy,
to moøemy powiedzieÊ, øe zmienne o najwiÍkszych (standaryzowanych) wspÛ≥czynnikach
regresji najbardziej przyczyniajπ siÍ do predykcji przynaleønoúci do grupy. WspÛ≥czynniki
funkcji dyskryminacyjnej okreúlajπ zatem czπstkowy (indywidualny) wk≥ad kaødej zmien-
nej do funkcji dyskryminacyjnej. Jeøeli grup jest wiÍcej niø dwie, to roúnie liczba funkcji
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dyskryminacyjnych (tzw. pierwiastkÛw). Funkcji tych moøe byÊ maksymalnie tyle, ile
wynosi liczba grup minus jeden lub liczba zmiennych w≥πczonych do analizy minus jeden,
w zaleønoúci od tego, ktÛra z tych liczb jest mniejsza. Procedury obliczania takich funkcji
dyskryminacyjnych charakteryzujπ siÍ tym, øe kaøda z funkcji jest niezaleøna od innych ñ
udzia≥ tych funkcji w†dyskryminowaniu grup nie pokrywa siÍ. MÛwimy, øe funkcje takie sπ
ortogonalne (niezaleøne). Przy estymacji poszczegÛlnych funkcji dyskryminacyjnych kom-
binacja zmiennych przyczyniajπcych siÍ do jak najlepszej dyskryminacji grup jest zoptyma-
lizowana w taki sposÛb, øe pierwsza okreúlona funkcja opisuje najbardziej ogÛlne rozrÛø-
nienie miÍdzy wszystkimi grupami, druga bardziej szczegÛ≥owe (z naciskiem na separacjÍ
pewnych grup od innych), nastÍpna jeszcze bardziej szczegÛ≥owe, itd. Taka optymalizacja
dokonywana jest w oparciu o wyniki korelacji kanonicznej. O tym jak dana funkcja
dyskryminuje okreúlone grupy moøemy dowiedzieÊ siÍ porÛwnujπc úrednie dla tych funkcji
w poszczegÛlnych grupach. Moøemy takøe zobrazowaÊ graficznie, w jaki sposÛb zestawie-
nie dwÛch okreúlonych funkcji dyskryminuje grupy w uk≥adzie wspÛ≥rzÍdnych opisujπcym
zaleønoúÊ dwÛch funkcji dyskryminacyjnych. Aby oceniÊ, ktÛre zmienne majπ najwiÍkszy
udzia≥ w zdefiniowaniu okreúlonej funkcji dyskryminacyjnej, oblicza siÍ tzw. wspÛ≥czynniki
struktury czynnikowej, ktÛre oznaczajπ korelacje miÍdzy zmiennymi w modelu a funkcjami
dyskryminacyjnymi (sπ to jakby ≥adunki czynnikowe poszczegÛlnych zmiennych w funkcji
dyskryminacyjnej, analogicznie jak w metodzie analizy czynnikowej).

Przy duøej liczbie grup liczba zbudowanych funkcji dyskryminacyjnych moøe byÊ
duøa. Moøe siÍ okazaÊ, øe nie kaøda jest istotna, czyli przyczynia siÍ zauwaøalnie do
polepszenia dyskryminacji miÍdzy grupami. Nieistotne funkcje dyskryminacyjne to takie,
ktÛre nie polepszajπ dyskryminacji, czyli moøemy je zignorowaÊ. PamiÍtamy, øe jedynie
poczπtkowe funkcje dyskryminacyjne (pierwsza, druga, itd.) majπ charakter ogÛlny i†doty-
czπ wszystkich porÛwnywanych grup. Dalsze sπ bardziej szczegÛ≥owe i dlatego ich wp≥yw
na separacjÍ wszystkich grup miÍdzy sobπ staje siÍ coraz mniej istotny, ich moc dyskrymi-
nacyjna maleje.

Analiza funkcji dyskryminacyjnej jako narzÍdzie
do klasyfikacji przypadkÛw

Predykcja przynaleønoúci obserwacji do poszczegÛlnych grup jest jednym z g≥Ûwnych
celÛw zastosowania analizy dyskryminacyjnej. Dokonujemy jej w oparciu o obliczone
funkcje dyskryminacyjne (predykcja post hoc) lub deklarujemy takπ przynaleønoúÊ wstÍpnie
przy konstruowaniu modelu (predykcja a priori). Ta druga predykcja s≥uøy zbudowaniu
pewnego wzorca (matrycy), ktÛry wykorzystujemy nastÍpnie do klasyfikacji nowych obser-
wacji. W sytuacji, gdy jakiú zbiÛr danych s≥uøy nam do estymacji funkcji dyskryminacyj-
nych, ktÛre najlepiej dyskryminujπ grupy, a nastÍpnie wykorzystujemy te same dane do
oceny, na ile trafna jest nasza predykcja, to uzyskamy zawsze lepszπ klasyfikacjÍ niø wtedy,
gdy przewidujemy przynaleønoúÊ przypadkÛw, ktÛre nie by≥y uøyte do estymacji funkcji
dyskryminacyjnej. Czyli nasza predykcja post hoc bÍdzie zawsze lepsza niø predykcja
a†priori, poniewaø o wiele ≥atwiej wypowiedzieÊ siÍ o tym co siÍ zdarzy≥o, niø przewidzieÊ
to co siÍ stanie. W praktyce ocena poprawnej klasyfikacji dotyczy z regu≥y przysz≥ych
obserwacji, nie zaú obserwacji z tego samego zbioru, na podstawie ktÛrego oszacowano
funkcje dyskryminacyjne.

Rozdzia≥ 11. Metody wielowymiarowe
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Aby u≥atwiÊ rozstrzyganie, do ktÛrej grupy najprawdopodobniej naleøy dany przypa-
dek, metoda analizy dyskryminacyjnej umoøliwia obliczanie tzw. funkcji klasyfikacyjnych
(classification function), ktÛrych jest tyle, ile porÛwnywanych grup (czyli kaøda grupa ma
przyporzπdkowanπ sobie funkcjÍ klasyfikacyjnπ, ktÛra jπ opisuje). Funkcja taka posiada
ogÛlnπ postaÊ:

Si = ci + wi1x1 + wi2x2 +... + wimxm

gdzie i okreúla numer danej grup, indeksy 1, 2,..., m okreúlajπ m zmiennych, ci jest sta≥π dla
grupy i, wij jest wspÛ≥czynnikiem dla zmiennej j w grupie i, xj jest wartoúciπ obserwowanπ
dla danego przypadku zmiennej j, natomiast Si jest wypadkowπ wartoúciπ funkcji klasyfika-
cyjnej. Funkcje klasyfikacyjne wykorzystujemy do obliczania wartoúci klasyfikacyjnych dla
poszczegÛlnych (takøe nowych) obserwacji (przypadkÛw). Na podstawie takich wartoúci
moøemy sklasyfikowaÊ okreúlony przypadek jako naleøπcy do grupy, dla ktÛrej ma on
najwiÍkszπ wartoúÊ klasyfikacyjnπ (w sytuacji, gdy prawdopodobieÒstwa klasyfikacji a†prio-
ri nie rÛøniπ siÍ powaønie).

Moøemy takøe obliczyÊ prawdopodobieÒstwo tego, iø dany przypadek rzeczywiúcie
znajdzie siÍ w grupie, do ktÛrej zosta≥ on zaszeregowany. Takie prawdopodobieÒstwa
obliczamy oczywiúcie post hoc, po wykonaniu analizy i obliczeniu funkcji dyskryminacyj-
nych, sπ one prawdopodobieÒstwami a posteriori. Do ich oszacowania s≥uøπ nam tzw.
odleg≥oúci Mahalanobisa (Mahalanobisí distance). Sπ to miary oddalenia od siebie zbiorowo-
úci punktÛw reprezentujπcych poszczegÛlne grupy w przestrzeni wielowymiarowej.
Gdybyúmy mieli do czynienia z pojedynczπ zmiennπ, to miarπ podobieÒstwa (lub niepodo-
bieÒstwa) dwÛch dowolnych punktÛw by≥aby liniowa odleg≥oúÊ miÍdzy nimi w dwuwy-
miarowym uk≥adzie wspÛ≥rzÍdnych xy. W takiej sytuacji nasza odleg≥oúÊ Mahalanobisa
odpowiada≥aby odleg≥oúci euklidesowej. Skoro jednak zmiennych jest wiele, to wymiaro-
woúÊ takiego uk≥adu rozrasta siÍ ñ jest on tylu-wymiarowy ile zmiennych obejmuje nasz
model. Odleg≥oúci Mahalanobisa oddajπ poza tym w sposÛb bardziej wiarygodny oddalenie
od siebie zbiorowoúci punktÛw dla rÛønych grup w przypadku, gdy zmienne nie sπ
ca≥kowicie niezaleøne (ortogonalne, orthogonal variables), czyli miara ta zawiera w sobie
takøe informacjÍ o†skorelowaniu zmiennych. Dla kaødej zbiorowoúci punktÛw charaktery-
zujπcych okreúlonπ grupÍ, moøna wyznaczyÊ matematyczny úrodek ñ bÍdzie to punkt
reprezentujπcy úrednie ze wszystkich zmiennych w przestrzeni wielowymiarowej. Ten
punkt nazywa siÍ centroidπ grupy. Znajπc po≥oøenie punktu centralnego (centroidy, centro-
id), jak rÛwnieø po≥oøenie dowolnego punktu dla dowolnego przypadku, moøemy zaklasy-
fikowaÊ dany przypadek do grupy na podstawie jego odleg≥oúci od centroidy. Logicznie,
naleøa≥by on do tej grupy, ktÛrej jest najbliøszy, to znaczy do tej, do ktÛrej odleg≥oúÊ
Mahalanobisa jest najmniejsza.

Moøemy wiÍc uznaÊ, øe prawdopodobieÒstwo, iø przypadek zostanie w≥πczony do
danej grupy jest zasadniczo proporcjonalne do odleg≥oúci Mahalanobisa od punktu central-
nego grupy (nie jest to dok≥adna proporcjonalnoúÊ z uwagi na wielowymiarowy przedzia≥
rozk≥adÛw normalnych wielu zmiennych wokÛ≥ kaødej centroidy). Po≥oøenie kaødego
przypadku w takiej wielowymiarowej przestrzeni obliczamy na podstawie wczeúniejszej
analizy i oszacowaniu wartoúci, jakie zmienne naleøπce do modelu przyjmujπ dla danego
przypadku. Takie prawdopodobieÒstwa przynaleønoúci przypadku do grupy nazywamy
prawdopodobieÒstwami a posteriori.
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Dodatkowym czynnikiem wp≥ywajπcym na jakoúÊ predykcji podczas klasyfikacji przy-
padkÛw jest liczba obserwacji w grupach. Jeøeli w jednej z grup jest wiÍcej obserwacji niø
w†jakiejú innej; to moøemy za≥oøyÊ, øe prawdopodobieÒstwo a priori, iø przypadek naleøy
do tej grupy jest wiÍksze (poniewaø czÍúciej wystÍpujπ w przyrodzie przedstawiciele
liczniejszej grupy). W takiej sytuacji nierÛwna liczebnoúÊ grup bÍdzie odzwierciedleniem
rzeczywistego rozk≥adu w populacji. Niekiedy moøe byÊ ona jednak jedynie wynikiem
doboru losowego prÛby (czynnikiem losowym). W pierwszym przypadku nasze deklaro-
wane prawdopodobieÒstwa a priori powinny byÊ proporcjonalne do rozmiarÛw grup
w†naszej prÛbie, w drugim zaú ñ powinny byÊ jednakowe dla kaødej grupy. W≥aúciwe
dobranie i specyfikacja prawdopodobieÒstw a priori jest bardzo istotne przy tworzeniu
modelu analizy funkcji dyskryminacyjnej, gdyø moøe powaønie wp≥ynπÊ na trafnoúÊ
predykcji.

Ograniczenia i wymagania metody

Metoda analizy funkcji dyskryminacyjnej zak≥ada, øe dane (dla poszczegÛlnych zmien-
nych) reprezentujπ prÛbÍ z wielowymiarowego rozk≥adu normalnego. I tutaj, naruszanie
tego za≥oøenia nie jest zazwyczaj krytyczne, poniewaø odpowiednie wypadkowe testy
istotnoúci sπ doúÊ odporne na odstÍpstwa od normalnoúci rozk≥adu. Podobnie jest z†za≥oøe-
niem o homogenicznoúci wariancji: nieznaczne odchylenia od tego za≥oøenia nie sπ tak
Ñzgubneî.

Istotnym zagroøeniem dla trafnoúci testÛw istotnoúci w tej metodzie jest przypadek
skorelowania úrednich w grupach z wariancjami, szczegÛlnie przy duøych wartoúciach
úrednich niektÛrych zmiennych. Sytuacja taka pojawia siÍ czÍsto wtedy, gdy mamy do
czynienia z obserwacjami bardzo odstajπcymi od reszty w grupie. Jeøeli do analizy w≥πcza-
my zbyt wiele zmiennych silnie zaleønych od siebie (a wiÍc silnie ze sobπ skorelowanych),
to macierz naszych danych czπstkowych moøe siÍ okazaÊ üle uwarunkowana, to znaczy nie
bÍdπ moøliwe do przeprowadzenia zabiegi matematyczne (takie jak na przyk≥ad odwraca-
nie macierzy) niezbÍdne do obliczeÒ modelu analizy wariancji. MÛwimy o takich zmien-
nych, øe sπ one wysoce zbÍdne (redundantne, redundant variables), to znaczy ich obecnoúÊ
nie wnosi nowych porcji informacji do modelu. Jest to oczywiste, gdyø takie bardzo silne
skorelowanie (zaleønoúÊ) zmiennych przypomina sytuacjÍ wystÍpowania Ñreplikî (duplika-
tÛw) tej samej zmiennej.

PojÍcie o tym, ktÛre ze zmiennych sπ wysoce zbÍdne, daje nam wartoúÊ wspÛ≥czynnika
tolerancji (tolerance), obliczanπ jako 1 minus R2 danej zmiennej przy w≥πczeniu do bieøπcego
modelu wszystkich innych zmiennych. Jeøeli wartoúÊ R2 jest wysoka (i odpowiednio
tolerancja niska), oznacza to, øe dana zmienna jest silnie skorelowana z innymi zmiennymi
(czyli czÍúÊ wariancji swoista dla danej zmiennej jest niewielka, gdyø t≥umaczπ jπ inne
zmienne w†modelu). OgÛlnie, czym bardziej zbÍdna (redundantna) jest zmienna, tym
bliøsza zeru jest jej wartoúÊ tolerancji. Moøemy z tego wnosiÊ, øe najbardziej uøyteczne bÍdπ
dla nas te zmienne, ktÛrych tolerancja jest wysoka (a zbÍdnoúÊ niska).

Rozdzia≥ 11. Metody wielowymiarowe
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Podsumowanie

ï Przy interpretacji wielokrotnych funkcji dyskryminacyjnych, z ktÛrymi mamy do czynie-
nia wtedy, gdy analiza dotyczy wiÍcej niø dwÛch grup i wiÍcej niø jednej zmiennej, po-
winniúmy przetestowaÊ istotnoúÊ statystycznπ rÛønych funkcji i dalszej analizie uwzglÍd-
niaÊ tylko funkcje istotne.

ï Standaryzowane wspÛ≥czynniki kierunkowe kaødej zmiennej w kaødej istotnej funkcji
modelu mÛwiπ nam o wk≥adzie poszczegÛlnych zmiennych w dyskryminacjÍ grup: im
wiÍksza wartoúÊ standaryzowanego wspÛ≥czynnika, tym wiÍkszy indywidualny wk≥ad
odpowiedniej zmiennej w dyskryminacji okreúlonej przez danπ funkcjÍ dyskryminacyjnπ.

ï PorÛwnanie úrednich dla istotnych funkcji dyskryminacyjnych pomaga nam siÍ zoriento-
waÊ, ktÛre grupy sπ najlepiej rozrÛøniane przez dane funkcje.

ï Miarπ separacji (dyskryminacji) miÍdzy grupami mogπ byÊ odleg≥oúci Mahalanobisa, czyli
oddalenie w przestrzeni wielowymiarowej punktÛw centralnych (centroid) poszczegÛl-
nych grup.

ï W celu oszacowania szansy, øe dany przypadek naleøy do konkretnej grupy obliczamy
prawdopodobieÒstwo a posteriori, oparte na naszej wiedzy o wartoúciach dla innych przy-
padkÛw.

ï Funkcje klasyfikacyjne wykorzystujemy do obliczania wartoúci klasyfikacyjnych dla po-
szczegÛlnych obserwacji (przypadkÛw). Na ich podstawie moøemy sklasyfikowaÊ okre-
úlony przypadek jako naleøπcy do grupy, dla ktÛrej ma on najwiÍkszπ wartoúÊ klasyfika-
cyjnπ.

ï Jedynie klasyfikacja nowych przypadkÛw pozwala wiarygodnie oszacowaÊ trafnoúÊ pre-
dykcyjnπ obliczonych funkcji klasyfikacyjnych. Klasyfikacja przypadkÛw, ktÛre pos≥uøy-
≥y nam do obliczenia funkcji dyskryminacyjnych, moøe byÊ uøyteczna jedynie w identyfi-
kowaniu przypadkÛw odstajπcych lub obszarÛw, gdzie funkcja klasyfikacyjna wydaje siÍ
byÊ mniej trafna.

ï Znaczenie podstawowych ograniczeÒ i wymagaÒ metody analizy dyskryminacyjnej jest
podobne jak w wiÍkszoúci testÛw parametrycznych; podobne sπ teø konsekwencje ich
naruszania. SzczegÛlnym zagroøeniem w tej metodzie sπ obserwacje odstajπce, warunku-
jπce silne skorelowanie úrednich z wariancjami, oraz przypadki niskiej tolerancji zmien-
nych, przyczyniajπce siÍ do z≥ego uwarunkowania macierzy danych.

Analiza log-liniowa tabel liczebnoúci

SzczegÛlnym przypadkiem zastosowania tablic wielopolowych, gdy chcemy testowaÊ
istotnoúÊ statystycznπ wp≥ywu rÛønych czynnikÛw, a takøe interakcji tych czynnikÛw, jest
analiza log-liniowa (log-linear analysis). Zalicza siÍ jπ do metod wielowymiarowych w≥aúnie
z tego powodu, øe badamy udzia≥ kilku lub kilkunastu zmiennych o rozk≥adach dyskret-
nych jednoczeúnie. Nazwa tej metody ñ analiza log-liniowa ñ nawiπzuje do transformacji
logarytmicznej danych dyskretnych, dziÍki ktÛrej moøna analizowaÊ wielopolowe tabele
liczebnoúci w†kategoriach podobnych do analizy wariancji, z wyszczegÛlnieniem efektÛw
g≥Ûwnych oraz efektÛw interakcyjnych, ktÛre sumujπ siÍ w sposÛb liniowy. Podobnie jak
w†regresji wielokrotnej, w analizie log-liniowej sprawdza siÍ, w jaki sposÛb interakcje wielu
zmiennych niezaleønych wp≥ywajπ na wartoúci zmiennej zaleønej.
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Chociaø takøe i w tym rodzaju analizy moøemy rozrÛøniaÊ zmienne zaleøne i niezaleø-
ne ñ tak jak siÍ to czyni zwyczajowo w metodzie regresji wielokrotnej lub analizie wariancji
ñ nie jest jednak konieczne zadeklarowanie, ktÛra zmienna ma jaki charakter. O tym czy
zmienna bÍdzie zmiennπ objaúnianπ (zaleønπ) czy zmiennπ objaúniajπcπ (niezaleønπ), decy-
dujπ wy≥πcznie wzglÍdy racjonalne: zmienne objaúniane to te, ktÛre ulegajπ zmianie w†reak-
cji na zmienne objaúniajπce. Na przyk≥ad, badajπc zaleønoúÊ ryzyka wystπpienia zawa≥u od
wieku pacjenta, to zdrowy rozsπdek podpowiada nam, aby badaÊ wp≥yw wieku (zmienna
niezaleøna, objaúniajπca) na ryzyko zawa≥u (zmienna zaleøna, objaúniana), a nie odwrotnie.

OgÛlna zasada tej z≥oøonej techniki nie odbiega zasadniczo od tej, ktÛrπ kierujemy siÍ
przy stosowaniu tabeli liczebnoúci dla par zmiennych: sumaryczne liczebnoúci brzegowe
dla analizowanych czynnikÛw sπ odzwierciedleniem liczebnoúci komÛrek, ktÛrych naleøa-
≥oby oczekiwaÊ, gdyby nie by≥o zaleønoúci miÍdzy tymi (dwoma lub kilkoma) czynnikami
(zmiennymi). Jakiekolwiek istotne odchylenia liczebnoúci obserwowanych od liczebnoúci
oczekiwanych wskazujπ na istnienie zaleønoúci miÍdzy badanymi zmiennymi. W przypad-
ku, gdy mamy do czynienia z wieloma zmiennymi, nasze poszukiwania zaleønoúci miÍdzy
nimi polegajπ na skonstruowaniu modelu, ktÛry w zadowalajπcy sposÛb t≥umaczy≥by
interakcje miÍdzy rÛønymi czynnikami (zmiennymi). Dopasowanie takiego modelu dla
zmiennych, ktÛre nie sπ zwiπzane, jest pod wzglÍdem rachunkowym rÛwnoznaczne z†obli-
czeniem liczebnoúci komÛrek tabeli na podstawie odpowiednich liczebnoúci brzegowych
(sumarycznych). Istotne odchylenia tabeli liczebnoúci obserwowanych od liczebnoúci dopa-
sowanych odzwierciedlajπ brak dopasowania modelu zak≥adajπcego niezaleønoúÊ miÍdzy
zmiennymi. W takiej sytuacji odrzucilibyúmy ten model i przyjÍlibyúmy model, ktÛry
dopuszcza zaleønoúÊ lub zwiπzek miÍdzy badanymi zmiennymi.

Strategie doboru i dopasowania modeli w analizie log-liniowej

W metodzie analizy log-liniowej moøemy badaÊ dopasowanie rÛønych modeli, ktÛre
odzwierciedlajπ rÛøne hipotezy na temat zaleønoúci miÍdzy danymi. Pierwszym naszym
krokiem jest zazwyczaj zastosowanie modelu (lub modeli), ktÛry zak≥ada niewystÍpowanie
jakiejkolwiek zaleønoúci miÍdzy wszystkimi zmiennymi (czynnikami). Zgodnie ze sta≥π
zasadπ dla tego typu analiz, oczekiwane liczebnoúci powinny byÊ proporcjonalne do
odpowiednich liczebnoúci brzegowych, a wystπpienie istotnych odchyleÒ sk≥ania nas do
odrzucenia danego modelu. To co zapewnia nam analiza log-liniowa ñ a czego nie dawa≥y
prostsze metody tabel liczebnoúci ñ to moøliwoúÊ badania interakcji miÍdzy rÛønymi
zmiennymi w modelu. Pod tym wzglÍdem metoda ta nawiπzuje do metod analizy warian-
cji, a†stosowane pojÍcie interakcji jest analogiczne do tego, ktÛre stosujemy w analizie
wariancji. Stwierdzenie wystÍpowania interakcji jest dla nas wskazaniem, øe wp≥yw kilku
zmiennych objaúniajπcych wp≥ywajπcych na jednπ zmiennπ objaúnianπ jest wzajemnie
powiπzany, np. dany polimorfizm glikoprotein p≥ytek krwi moøe wp≥ywaÊ na wystπpienie
zawa≥u, ale jedynie w okreúlonej grupie wiekowej, albo u przedstawicieli jednej p≥ci.
Zdecydujemy wÛwczas, øe istnieje interakcja miÍdzy wp≥ywem polimorfizmu a wp≥ywem
p≥ci na wystπpienie epizodu zawa≥owego. Wraz z pojawianiem siÍ interakcji wyøszego
rzÍdu mogπ siÍ pojawiaÊ, tzw. modele hierarchiczne, dla ktÛrych poprawne dobieranie
moøliwych wystÍpujπcych interakcji staje siÍ coraz z≥oøone i k≥opotliwe. Poniewaø w†obli-
czeniach metody analizy log-liniowej korzystamy rutynowo z pakietÛw statystycznych,
w†przypadku modeli hierarchicznych korzystamy najczÍúciej z opcji automatycznego do-
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bierania moøliwych interakcji oraz automatycznego dopasowywania modelu, ktÛre u≥atwiajπ
poszukiwanie modelu pasujπcego do danych. OgÛlna logika tego algorytmu polega na
dπøeniu do takiego modelu koÒcowego, ktÛry obejmuje najmniejszπ liczbÍ interakcji koniecz-
nych do dopasowania naszego modelu do tabeli liczebnoúci obserwowanych.

Podsumowanie

ï Metoda analizy log-liniowej jest bardziej ogÛlnπ formπ tablic wielopolowych.
ï W metodzie tej badamy wp≥yw oraz interakcje wielu zmiennych o rozk≥adach dyskret-

nych.
ï Logika obliczeÒ w tej metodzie nawiπzuje do tej, jakπ spotykamy w regresji wielokrotnej:

w analizie log-liniowej sprawdza siÍ, w jaki sposÛb interakcje wielu zmiennych niezaleø-
nych wp≥ywajπ na wartoúci zmiennej zaleønej.

ï Z uwagi na mnogoúÊ i rÛønorodnoúÊ dyskretnych zmiennych niezaleønych, tworzymy
modele obejmujπce niektÛre i wykluczajπce inne analizowane zmienne niezaleøne. Testu-
jπc te modele orzekamy, ktÛre ze zmiennych niezaleønych w modelu najlepiej opisujπ ten
model.

ï Testy istotnoúci w metodzie analizy log-liniowej opierajπ siÍ na porÛwnywaniu par mo-
deli oraz szacowaniu modelu lepiej dopasowanego na podstawie wartoúci odchyleÒ (rÛw-
nowaønych sumie kwadratÛw reszt w regresji wielokrotnej) miÍdzy porÛwnywanymi
modelami.

Regresja logistyczna

SzczegÛlnym przypadkiem regresji wielokrotnej sπ modele regresji logit i probit.
OgÛlnie, regresjÍ logistycznπ (logistic regression) opisuje rÛwnanie:
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ktÛre zmiennej zaleønej przypisuje wartoúci z pewnego przedzia≥u o úciúle wyznaczonej
dolnej i gÛrnej granicy zmiennej. Okreúlenie tego przedzia≥u zaleøy od badanego modelu
doúwiadczalnego. Taki ogÛlny model regresji logistycznej jest rozwiniÍciem modelu logit
lub logistycznego dla odpowiedzi binarnych. Osobliwπ cechπ modeli dla odpowiedzi
binarnych jest to, øe obserwowana zmienna zaleøna posiada rozk≥ad dyskretny (binarny).
Obliczane wartoúci zmiennej zaleønej na podstawie rÛwnania regresji (ktÛra jest funkcjπ
ciπg≥π) przyjmujπ wartoúci z zakresu od 0 do 1. W praktyce, zamiast przewidywania
zmiennej binarnej, przewidujemy zmiennπ ciπg≥π, ktÛra zawiera siÍ w granicach 0ñ1.
W modelu regresji logistycznej (logit), przewidywane wartoúci zmiennej zaleønej nigdy nie
sπ mniejsze (lub rÛwne) od 0 ani wiÍksze (lub rÛwne) od 1, bez wzglÍdu na wartoúci
zmiennych niezaleønych. Taki rozk≥ad zmiennej opisuje rÛwnanie regresji postaci:
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WartoúÊ zmiennej zaleønej opisywanej takim rÛwnaniem bÍdzie zawsze oscylowa≥a
w†zakresie od 0 do 1, niezaleønie od wspÛ≥czynnikÛw regresji oraz wartoúci zmiennej
niezaleønej x. Ta uøyteczna w≥aúciwoúÊ modelu logistycznego sprawia, øe model ten
znakomicie opisuje prawdopodobieÒstwo zdarzeÒ o rozk≥adzie binarnym (wystπpienie lub
nie wystπpienie stanu klinicznego, wyleczenie-niewyleczenie, przeøycie-zgon, itp.). Moøe-
my dziÍki niemu oceniaÊ, od czego zaleøy wielkoúÊ tego prawdopodobieÒstwa, to znaczy,
jakie zmienne niezaleøne wp≥ywajπ w najistotniejszy sposÛb na wynik zdarzenia. Metoda
regresji logistycznej, s≥uøy do analizowania proporcji w sposÛb analogiczny jak modelu
regresji wielokrotnej dla zmiennych o rozk≥adach ciπg≥ych. Regresja logistyczna jest jakby
poúredniπ metodπ w stosunku do regresji wielokrotnej i w stosunku do analizy log-liniowej,
poniewaø uwzglÍdnia zarÛwno zmienne ciπg≥e, jak i dyskretne, a takøe wystÍpowanie
interakcji miÍdzy zmiennymi (tak jak w metodzie ANOVA).

Charakterystycznπ cechπ funkcji logistycznej jest takøe jej sigmoidalny kszta≥t, ktÛry
obrazuje, øe zmiany zmiennej zaleønej sπ bardzo niewielkie zanim nie osiπgnπ pewnej
granicznej wartoúci progowej. Poczπwszy od tej wartoúci progowej funkcja logistyczna
zaczyna gwa≥townie wzrastaÊ aø do wartoúci submaksymalnej (bliskiej maksymalnemu
prawdopodobieÒstwu zdarzenia). Model logistyczny opisuje bardzo dobrze zaleønoúÊ
prawdopodobieÒstwa od zmiennych objaúniajπcych (niezaleønych) dla duøych liczebnoúci
prÛby, tzn. 10-20-krotnie wiÍkszej od liczby w≥πczonych zmiennych niezaleønych (k) (przy-
najmniej gdy n > 10 (k+1)).

Poniewaø o rzeczywistej binarnej zmiennej zaleønej y myúlimy w kategoriach ukrytego
ciπg≥ego prawdopodobieÒstwa P z zakresu od 0 do 1, model logistyczny moøemy ≥atwo
zlinearyzowaÊ (stπd nazwa modelu ñ Ñlogitî od transformacji logarytmicznej) do postaci:
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Po takim przekszta≥ceniu, Pí moøe przybieraÊ wartoúci z zakresu od plus do minus nieskoÒ-
czonoúci, toteø moglibyúmy zastosowaÊ wartoúÊ Pí w rÛwnaniu regresji liniowej, opisanej
jako:
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Pod wzglÍdem rachunkowym do estymacji wartoúci zmiennej zaleønej (prawdopodobieÒ-
stwa zdarzenia) wykorzystujemy technikÍ szacowania najwiÍkszej wiarygodnoúci, w†spo-
sÛb analogiczny, jak stosujemy metodÍ najmniejszych kwadratÛw przy dopasowywaniu
funkcji regresji liniowej. Poniewaø w metodzie regresji logistycznej operujemy prawdopo-
dobieÒstwami, oznaczajπcymi szanse pojawienia siÍ okreúlonej wartoúci zmiennej zaleønej,
funkcja wiarygodnoúci (prawdopodobieÒstwa) jest iloczynem prawdopodobieÒstw wystπ-
pienia poszczegÛlnych obserwacji okreúlonych przez wiele zmiennych niezaleønych w†mo-
delu. Dopasowanie modelu regresji logistycznej polega na liczeniu dla kolejnych iteracji
(przybliøeÒ) wartoúci funkcji maksymalnego prawdopodobieÒstwa, przy za≥oøeniu, øe
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zmiennoúÊ proporcji charakteryzuje siÍ rozk≥adem dwumianowym. Rozwiπzaniem modelu
sπ wartoúci parametrÛw, dla ktÛrych wiarygodnoúÊ jest najwiÍksza, to znaczy, przy ktÛrych
szansa realizacji zdarzenia jest maksymalna. Im wiÍksza jest taka wiarygodnoúÊ, tym lepiej
dopasowany jest nasz model regresji liniowej.

Jeøeli porÛwnujemy prawdopodobieÒstwo (szansÍ) wystπpienia zdarzenia w rÛønych
grupach, to wielkoúÊ wskazujπcπ ile razy szansa zdarzenia jest wiÍksza w jednej grupie (np.
grupie A) niø w drugiej (np. grupie B) nazywamy ilorazem szans (OR, odds ratio):
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Iloraz szans jest wielkoúciπ bardzo czÍsto stosowanπ w badaniach o charakterze epide-
miologicznym. Moøemy przy jego uøyciu wyraøaÊ na przyk≥ad, ile razy ryzyko wystπpienia
jakiegoú czynnika ryzyka (niepomyúlnego zdarzenia) jest wiÍksze w jednej grupie niø
w†drugiej. WartoúÊ ilorazu szans rÛwna w przybliøeniu 1 oznacza rÛwnowaønoúÊ ryzyka
w†porÛwnywanych grupach, z kolei ORAxB>1 oznacza, øe szansa niepomyúlnego zdarzenia
jest wiÍksza w grupie A niø w grupie B.

PamiÍtamy, øe wartoúÊ naszej zmiennej zaleønej (dichotomicznej, 0ñ1) (dichotomous
variable) zaleøy od wielu zmiennych (dichotomicznych, dyskretnych lub ciπg≥ych):
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Jeøeli przyjmiemy, øe wartoúÊ naszej zmiennej zaleønej (np. zawa≥u miÍúnia sercowego)
zaleøy istotnie od jednej zmiennej niezaleønej (np. palenia tytoniu), to moglibyúmy zapisaÊ:
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Dla cech dichotomicznych, takich jak palenie [pali (1)-nie pali (0)] wyraøenie to da siÍ dalej
uproúciÊ do postaci:
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Analogicznie moglibyúmy zapisaÊ dla kaødej zmiennej:

)(*1 BAb
BA eOR −

× = ,

gdzie A i B oznacza≥yby wartoúci zmiennej w kaødej z porÛwnywanych grup.
Model probitowy (probit logistic regression). Jeøeli binarnoúÊ zmiennej zaleønej jest

pozorna, to znaczy, kiedy rejestrujemy wynik jako odpowiedü binarnπ (tak-nie), a w†rzeczy-
wistoúci ta zmienna zaleøna posiada rozk≥ad normalny (przyjmuje wartoúci ze skali o†wie-
lostopniowej gradacji), to mamy do czynienia z modelem probitowym. W modelu tym
zmienna zaleøna o rozk≥adzie normalnym lub postrzeganym jako normalny, jest rejestrowa-
na jako zmienna binarna, ktÛrej przypisuje siÍ wartoúÊ prawdopodobieÒstwa rÛwnego
obszarowi pod krzywπ rozk≥adu normalnego.

Rozdzia≥ 11. Metody wielowymiarowe
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Rozdzia≥ 12

Metody nieparametryczne

Metody nieparametryczne naleøπ do alternatywnych metod analizy danych numerycz-
nych, a od metod parametrycznych odrÛønia je przede wszystkim to, øe nie wymagajπ one
za≥oøeÒ dotyczπcych typu rozk≥adu danych, w szczegÛlnoúci zaú nie wymagajπ normalnoúci
rozk≥adÛw danych. Sπ one szczegÛlnie przydatne w sytuacjach, gdy dysponujemy niewiel-
kimi zbiorami danych o rozk≥adach wyraünie odbiegajπcych od normalnoúci, oraz kiedy
transformacja danych nie przynosi poøπdanych wynikÛw (np. w postaci normalizacji
rozk≥adu lub jednorodnoúci wariancji). Testy nieparametryczne stworzono w za≥oøeniu jako
szybkie i proste metody weryfikacji istotnoúci rÛønic, pod kπtem ich zastosowania w†przy-
padku nieznajomoúci parametrÛw rozk≥adu badanej zmiennej w populacji (dlatego nazy-
wajπ siÍ one metodami nieparametrycznymi, gdyø nie jest wymagana znajomoúÊ parame-
trÛw rozk≥adu zmiennej/zmiennych). Sπ one prawie tak efektywne w wykrywaniu
rzeczywistych rÛønic jak metody parametryczne w przypadkach, gdy za≥oøenia wymagane
przy stosowaniu tych ostatnich nie sπ naruszone, i o wiele bardziej efektywne w sytuacjach,
kiedy testÛw parametrycznych nie moøemy stosowaÊ. Poniewaø opracowano je do analizy
zbiorÛw o ma≥ych liczebnoúciach, metody te sπ bardzo proste w rutynowym stosowaniu,
gdy liczebnoúÊ badanych grup nie przekracza 50 przypadkÛw. W przypadku duøych
zbiorÛw danych (n >100) stosowanie statystyk nieparametrycznych nie ma uzasadnienia,
poniewaø gdy liczebnoúÊ prÛby bardzo wzrasta, wÛwczas úrednie prÛb podlegajπ rozk≥ado-
wi normalnemu nawet w sytuacji, gdy odpowiednia zmienna w populacji nie posiada
rozk≥adu normalnego. Jeøeli nadal chcemy siÍ pos≥ugiwaÊ w takich sytuacjach metodami
nieparametrycznymi, to do liczenia statystyki testÛw moøemy korzystaÊ z testÛw proporcji.
G≥Ûwne zastosowanie metod nieparametrycznych to badanie istotnoúci rÛønic, i z tego
powodu metody te majπ dwa podstawowe ograniczenia (czy wady). Po pierwsze, oblicza-
nie odpowiednich przedzia≥Ûw ufnoúci jest bardzo skomplikowanπ i rachunkowo z≥oøonπ
procedurπ. Po drugie, metody te nie sπ tak Ñelastyczneî w sytuacjach, gdy zachodzi
koniecznoúÊ modyfikacji testu do potrzeb konkretnego modelu doúwiadczalnego. Sπ to
powody, dla ktÛrych wielu badaczy stosuje te metody zupe≥nie wyjπtkowo, starajπc siÍ
raczej ominπÊ ograniczenia, jakie towarzyszπ metodom parametrycznym. Dla wiÍkszoúci
metod parametrycznych istniejπ ich odpowiedniki nieparametryczne. Tπ korespondencjÍ
metod parametrycznych i nieparametrycznych podaje Tabela 6. Warto nadmieniÊ, øe jako
metody nieparametryczne funkcjonuje takøe wiele metod opartych na statystyce testu chi2,
a takøe ogÛlnych metod dotyczπcych proporcji lub analiz tabel wielopolowych.
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Pod wzglÍdem rachunkowym metody oparte sπ na analizie rang, czyli kolejnych
numerÛw danych uporzπdkowanych monotonicznie (tzn. w kolejnoúci rosnπcej lub malejπ-
cej). W przypadkach, gdy dane majπ identycznπ wartoúÊ, przyporzπdkowujemy im tzw.
rangi wiπzane (tied ranks), liczone jako uúrednione numery kolejnych rang nadawanych
kolejnym powtÛrzeniom tej samej wartoúci. Na przyk≥ad, identyczne wartoúci zajmujπce
kolejno pozycje 9, 10, 11 i 12 bÍdπ nosi≥y jednakowπ rangÍ (9+10+11+12)/4 = 10.5.

Tab. 6. Metody nieparametryczne.

metoda odpowiadajπca
nieparametryczna zastosowanie metoda parametryczna

test znakÛw uproszczona wersja testu
kolejnoúci par Wilcoxona

test kolejnoúci par testowanie rÛønic miÍdzy sparowany test t
Wilcoxona danymi sparowanymi

test sumy rang porÛwnanie dwÛch grup test t dla dwÛch prÛb
Wilcoxona

test U Manna-Whitneya alternatywny do testu test t dla dwÛch prÛb
sumy rang Wilcoxona

jednoczynnikowa analiza porÛwnywanie wiÍcej niø jednoczynnikowa analiza
wariancji Kruskala-Wallisa dwÛch grup wariancji (ANOVA1)

dwuczynnikowa analiza porÛwnywanie wiÍcej niø dwÛch grup; dwuczynnikowa
wariancji Friedmana dwie zmienne grupujπce analiza wariancji

korelacja rang Spearmana asocjacja dwÛch zmiennych korelacja Pearsona

korelacja rang Kendalla alternatywna do korelacji korelacja Pearsona
rang Spearmana

korelacja gamma stosowana gdy dane zawierajπ wiele
przypadkÛw jednakowych rang

test zgodnoúci chi2 do badania zgodnoúci rozk≥adu
(porÛwnanie czÍstoúci obserwowanej
z teoretycznπ)

testy Kolmogorova-Smirnova

ï dla jednej prÛby alternatywny do testu zgodnoúci chi2

ï dla dwÛch prÛb porÛwnanie dwÛch rozk≥adÛw czÍstoúci

Nieparametryczne testy istotnoúci rÛønic

Testy do porÛwnania dwÛch prÛb

Stosujemy je, gdy porÛwnujemy dwie grupy pod wzglÍdem wartoúci úredniej okre-
úlonej zmiennej. Nieparametrycznπ alternatywπ testu t dla prÛb niezaleønych sπ np.: test
U Manna-Whitneya, test sumy rang Wicoxona, test S Kendalla oraz test dla dwÛch prÛb
Kolmogorova-Smirnova. Jeøeli porÛwnujemy wiele grup metodπ analizy wariancji, to

Rozdzia≥ 12. Metody nieparametryczne
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stosujemy jej nieparametryczny odpowiednik ñ test rang Kruskala-Wallisa oraz test
mediany.

Test Manna-Whitneya

Test ten zak≥ada, øe porÛwnywane zmienne sπ przynajmniej na skali porzπdkowej
(rangowej). RÛønica w stosunku do testu t dla niezaleønych prÛb polega na tym, øe
obliczenia w teúcie U sπ wykonywane w oparciu o sumÍ rang, a nie o úrednie. WartoúÊ
statystyki testu Manna-Whitneya oblicza siÍ nastÍpujπco:
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Test U Manna-Whitneya jest najmocniejszym testem nieparametrycznym, w niektÛrych
przypadkach moøe on nawet wykazywaÊ wiÍkszπ moc przy odrzucaniu hipotezy zerowej
niø parametryczny test t. Dla prÛb, ktÛrych liczebnoúÊ przekracza 20, rozk≥ad statystyki U
aproksymuje do rozk≥adu normalnego. Wyrazem tej duøej analogii obu testÛw jest podawa-
nie obok wartoúci statystyki U takøe wartoúci z (wartoúÊ zmiennej o rozk≥adzie normal-
nym):

lub z poprawkπ na rangi wiπzane:

                                                                     .

HipotezÍ zerowπ odrzucamy, gdy   z  > zα/2.

Test sumy rang Wilcoxona (Wilcoxon rank sum test)

Analogicznie jak test Manna-Whitneya, jest nieparametrycznym odpowiednikiem testu
t Studenta. Wymaga, aby porÛwnywane zmienne by≥y przynajmniej na skali porzπdkowej
(rangowej). Z uwagi na duøe podobieÒstwo do testu Manna-Whitneya (takøe pod wzglÍ-
dem rachunkowym) w niektÛrych opracowaniach opisuje siÍ kombinowany test Manna-
Whitneya-Wilcoxona:
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Test mediany dla dwÛch grup

Test o niewielkiej mocy (w sytuacji, gdy moøemy zastosowaÊ test Manna-Whitneya lub
test t Studenta dla dwÛch prÛb, test mediany posiada jedynie oko≥o 67% mocy pierwszego
i†64% mocy drugiego), stosowany przy nieduøych liczebnoúciach prÛb zawierajπcych (licz-
ne) odstajπce obserwacje.

poziom istotnoúci 0.01 0.05 0.1

test mediany odrzuciÊ H0 nie odrzucaÊ H0 nie odrzucaÊ H0
test Manna-Whitneya odrzuciÊ H0 odrzuciÊ H0 nie odrzucaÊ H0
test t odrzuciÊ H0 odrzuciÊ H0 nie odrzucaÊ H0

Test mediany jest bardziej konserwatywny niø test Manna-Whitneya czy test t Studenta;
jesteúmy teø bardziej naraøeni na pope≥nienie b≥Ídu II rodzaju.

Zgodnie z hipotezπ zerowπ (ktÛra mÛwi, øe wszystkie prÛby pochodzπ z populacji
o†identycznych medianach) oczekujemy, øe oko≥o po≥owa wszystkich przypadkÛw w kaødej
z prÛb wypada powyøej, a po≥owa poniøej wspÛlnej mediany.

grupa 1 grupa 2

powyøej mediany a b
poniøej mediany c d

n = a + b + c + d

przypadki Ñponiøej medianyî obejmujπ wartoúci ≤ Me.

PrawdopodobieÒstwo, øe wszystkie prÛby pochodzπ z populacji o identycznych me-
dianach, obliczamy wed≥ug rÛwnania:
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HipotezÍ zerowπ odrzucamy, gdy obliczone p < pα (mniejsze!) dla standaryzowanego
rozk≥adu normalnego. Test ten stosowany jest szczegÛlnie chÍtnie w sytuacjach, gdy liczne
przypadki znajdujπ siÍ na kraÒcach skali pomiarowej.

CzÍsto moøemy takøe spotkaÊ procedurÍ obliczania statystyki testu mediany dla
dwÛch prÛb w oparciu o tablicÍ czteropolowπ testu chi2:
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W tym przypadku hipotezÍ zerowπ odrzucamy, gdy 2
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Rozdzia≥ 12. Metody nieparametryczne
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Test Kolmogorova-Smirnova

Przy uøyciu tego testu moøemy weryfikowaÊ hipotezÍ, øe dwie prÛby zosta≥y pobrane
z rÛønych populacji. W odrÛønieniu na przyk≥ad od parametrycznego testu t dla prÛb
niezaleønych lub testu U Manna-Whitneya, dotyczπcych rÛønic úrednich lub rÛønic rang
(czyli ogÛlnie ñ rÛønic w po≥oøeniu dwÛch prÛb), test Kolmogorova-Smirnova jest takøe
wraøliwy na rÛønice kszta≥tÛw rozk≥adÛw w dwÛch prÛbach (np. rÛønice dyspersji, skoúno-
úci itd.). OgÛlna zasada obliczania statystyki testu Kolmogorova-Smirnova dla jednej
i†dwÛch prÛb zosta≥a omÛwiona w ÑCzÍúci II ñ ÑBadania dopasowania rozk≥aduî.

Testy do porÛwnania wiÍcej niø dwÛch prÛb

Test Kruskala-Wallisa

Test rang Kruskala-Wallisa (Kruskal-Wallis test, Kruskal-Wallis one-way analysis of varian-
ce) bada hipotezÍ, øe prÛby zosta≥y pobrane z populacji o†tym samym rozk≥adzie lub
z†populacji o rozk≥adach posiadajπcych tπ samπ medianÍ. Test ten zak≥ada, øe badana
zmienna ma charakter ciπg≥y oraz øe zosta≥a zmierzona przynajmniej na skali porzπdkowej
(rangowej). Jest testem analogicznym do parametrycznej jednoczynnikowej ANOVA, z tym,
øe jest oparty na rangach, a nie na úrednich czy wariancjach.

Na podstawie rang dla k grup (poziomÛw):

grupa 1 ranga grupa 2 ranga ... grupa k ranga

d11 R11 d21 R21 ... dk1 Rk1
d12 R12 d22 R22 ... dk2 Rk2
d13 R13 d23 R23 ... dk3 Rk3
... ... ... ... ... ... ...
d1j R1j d2j R2j ... dkj Rkj

ΣR1j ΣR2j ΣRkj

obliczamy wartoúÊ statystyki H testu Kruskala-Wallisa:
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W przypadku wystÍpowania rang wiπzanych stosujemy poprawkÍ:
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HipotezÍ zerowπ odrzucamy, gdy H (lub Hí) > 2
1, −kαχ .
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Test mediany

Prostszπ wersjπ testu Kruskala-Wallisa jest mniej dok≥adny test mediany. Obliczenia do
tego testu dokonywane sπ w oparciu o tablice wielopolowe 2 x k i statystykÍ testu chi2.
Zgodnie z hipotezπ zerowπ (ktÛra mÛwi, øe wszystkie prÛby pochodzπ z†populacji o†iden-
tycznych medianach) oczekujemy, øe oko≥o po≥owa wszystkich przypadkÛw w†kaødej
z†prÛb wypada powyøej, a po≥owa poniøej wspÛlnej mediany.

† prÛba 1 prÛba 2 prÛba 3 ... prÛba k suma

powyøej mediany f11 f12 f13 ... f1k R1
nie powyøej mediany f21 f22 f23 ... f2k R2

C1 C2 C3 ... Ck n

HipotezÍ zerowπ odrzucamy, gdy obliczona statystyka 
2

1,
2

−> kαχχ .

Testy do porÛwnania dwÛch zmiennych

Nieparametrycznymi odpowiednikami sparowanego testu t dla grup zaleønych sπ test
znakÛw oraz test kolejnoúci par Wilcoxona. Do analizy zmiennych dichotomicznych (dys-
kretnych) stosujemy test McNemara. Odpowiednikiem dwukierunkowej ANOVA jest dwu-
kierunkowa analiza wariancji Friedmana, do porÛwnywania wiÍcej niø dwÛch zmiennych
z†tej samej prÛby stosujemy test Q Cochrana (dla zmiennych dyskretnych).

Test znakÛw (sign test)

Wymaga on jedynie, aby rozk≥ad analizowanej zmiennej by≥ ciπg≥y, natomiast nie jest
istotne spe≥nienie za≥oøeÒ dotyczπcych charakterystyki rozk≥adu. Hipoteza zerowa (mÛwiπ-
ca o braku rÛønic miÍdzy zmiennymi) zak≥ada, øe brak rÛønic wystπpi w oko≥o 50%. Jeøeli
para zmiennych nie rÛøni miÍdzy sobπ (tak jak to zak≥ada hipoteza zerowa), oznacza to, øe
liczba rachunkowych rÛønic oznaczonych jako (ñ) jest rÛwna liczbie rÛønic ze znakiem (+)
(stosunek znakÛw wynosi 1:1 lub 50%:50%). Im bardziej zmienia siÍ ta proporcja, tym
bardziej jest istotna rÛønica miÍdzy zmiennymi. Dla licznoúci <10 do obliczania statystyki
testu moøemy korzystaÊ z aparatu matematycznego stosowanego do opisu rozk≥adu dwu-
mianowego:

( ) xnxn
x qpxp −=)(

Dla licznoúci prÛb ≥ 10, moøemy zastosowaÊ test proporcji z poprawkπ na ciπg≥oúÊ Yatesa:

n

PP
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Pp
z

)1)((

1

00
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−

−−
=

gdzie p oznacza frakcjÍ rÛønic dodatnich:
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Rozdzia≥ 12. Metody nieparametryczne
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Test kolejnoúci par Wilcoxona (Wilcoxon signed rank test)

Test ten jest alternatywπ sparowanego testu t Studenta. Moøe byÊ stosowany we
wszystkich tych sytuacjach, w ktÛrych stosuje siÍ sparowany test t, jednak jeøeli rozk≥ad
rÛønic miÍdzy sparowanymi zmiennymi jest normalny, test kolejnoúci par Wilcoxona
posiada jedynie oko≥o 95% mocy testu sparowanego t Studenta. Test kolejnoúci par Wilcoxo-
na zak≥ada, øe istnieje moøliwoúÊ nadania rang wielkoúciom rÛønic par obserwacji w†jedno-
znaczny sposÛb. Osobliwπ cechπ tego testu jest to, øe czÍúÊ danych (tych, ktÛre dajπ rÛønicÍ
w parach rÛwnπ 0) moøe byÊ usuniÍta.

Dla nieduøych liczebnoúci test ten moøna przeprowadziÊ w prosty sposÛb w czterech
etapach:
ï wyrzucamy rÛønice wynoszπce zero, zaú pozosta≥e porzπdkujemy w kolejnoúci rosnπcej,

zaniedbujπc znak rÛønicy; w przypadku rÛwnych wartoúci rÛønic liczymy rangi wiπzane;
ï sumujemy rangi dla rÛønic dodatnich (T+) i te dla rÛønic ujemnych (Tñ);
ï gdyby nie by≥o rÛønic miÍdzy zmiennymi, to sumy T+ oraz Tñ by≥yby podobne; czym

wiÍksza rÛønica miÍdzy zmiennymi, tym wiÍksza by≥aby rÛønica miÍdzy T+ i Tñ; mniej-
sza z obliczonych sum stanowi statystykÍ testu T;

ï porÛwnujemy doúwiadczalnπ wartoúÊ T z wartoúciπ krytycznπ w tablicach dla testu ko-
lejnoúci par Wilcoxona przy istotnoúci α oraz liczebnoúci N, oznaczajπcej liczbÍ rÛønic
rÛønych od zera. Jeøeli wartoúÊ doúwiadczalna jest mniejsza od krytycznej tablicowej, to
odrzucamy hipotezÍ zerowπ.

PamiÍtajπc, øe w miarÍ wzrostu liczebnoúci zmiennych, statystyki testÛw nieparame-
trycznych aproksymujπ do rozk≥adu normalnego, moøemy takøe obliczyÊ wartoúÊ statysty-
ki testu kolejnoúci par Wilcoxona w alternatywny sposÛb. Hipoteza zerowa w tym teúcie
zak≥ada, øe nie ma rÛønic miÍdzy zmiennymi, oczekiwana suma rang powinna byÊ rÛwno
rozdzielona miÍdzy dwie grupy: rÛønic ze znakiem (ñ) oraz rÛønic ze znakiem (+):

4
)1(

2
1

*
2

)1( +=+= nnnn
Toczekiwane

WartoúÊ statystyki testu wynosi:

24
)12)(1( ++

−
=

nnn

TT
z oczekiwanedośw

Aby odrzuciÊ hipotezÍ zerowπ, obliczone z powinno byÊ wiÍksze od tablicowego 2/αz .
Jeøeli wartoúci rang obserwowane (doúwiadczalne) i oczekiwane sπ identyczne, licznik
wynosi 0 i wartoúÊ statystyki z rÛwnieø wynosi 0 ñ nie moøemy wtedy odrzuciÊ hipotezy
zerowej i wykazaÊ istotnej rÛønicy miÍdzy zmiennymi.
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Test McNemara

Stosujemy ten test do badania zaleønoúci lub niezaleønoúci miÍdzy sparowanymi
zmiennymi dyskretnymi (dichotomicznymi). Sparowane pomiary mogπ dotyczyÊ tych
samych obiektÛw ñ wtedy, gdy porÛwnujemy zmiennπ w jakimú odstÍpie czasu:

pomiar pierwszy
pomiar drugi wynik 1 wynik 2

wynik 1 a b
wynik 2 c d

lub teø moøemy porÛwnywaÊ dwie charakterystyki jakiejú zmiennej, np. przewidywanπ
i†obserwowanπ:

charakterystyka 1
charakterystyka 2 wynik 1 wynik 2

wynik 1 a b
wynik 2 c d

StatystykÍ testu liczymy w oparciu o czteropolowe tabele liczebnoúci w nastÍpujπcy sposÛb:

( )
cb

cb
McNemara +

−
=

2
2χ

lub z uwzglÍdnieniem poprawki na ciπg≥oúÊ Yatesa:

( )
cb

cb
McNemara +

−−
=

2
2 1

χ .

Dla duøych liczebnoúci test ten jest rÛwnowaøny testowi proporcji: x2 = z2, gdzie

da

da
z

+
−

= .

Test Friedmana (Friedman test, Friedman two-way analysis of variance)

Aby pos≥uøyÊ siÍ tym testem, zmienne (w poszczegÛlnych grupach) powinny byÊ
zmierzone przynajmniej na skali porzπdkowej (rangowej). Test ten odpowiada dwuczynni-
kowej ANOVA, a hipoteza zerowa zak≥ada, øe porÛwnywane zmienne zosta≥y pobrane
z†populacji o rÛwnych medianach. Obliczanie statystyki polega pod wzglÍdem rachunko-
wym na policzeniu sum rang dla k grup (poziomÛw) zmiennej niezaleønej oraz dla
n†blokÛw (np. ochotnikÛw wybranych do badaÒ). Ten schemat nawiπzuje do metody
zupe≥nej zrandomizowanej analizy blokowej w parametrycznej metodzie ANOVA. Staty-
stykÍ testu liczymy jako:

 +−
+

= )1(3)(
)1(

12 22 knR
knk jrχ

Rozdzia≥ 12. Metody nieparametryczne
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HipotezÍ zerowπ odrzucamy, gdy 
2

1,
2

−> kr αχχ . Dla niewielkich liczebnoúci (< 5 blokÛw)
korzystamy z tablic skonstruowanych specjalnie dla tego testu, jeøeli n> 5, moøemy
zastosowaÊ tablice testu chi2 dla kñ1 stopni swobody.

Test Cochrana

Test ten jest ogÛlniejszπ wersjπ testu McNemara dla wiÍcej niø dwÛch prÛb zaleønych
reprezentujπcych liczebnoúci lub proporcje. Przy jego uøyciu weryfikujemy hipotezÍ, czy
kilka liczebnoúci lub proporcji istotnie rÛøni siÍ miÍdzy sobπ. Test Q Cochrana wymaga, aby
zmienne by≥y zmierzone na skali nominalnej lub zosta≥y przetransformowane na zmienne
dichotomiczne. Test ten jest odpowiednikiem testu sparowanego dla wiÍcej niø dwÛch grup
dla zmiennych dyskretnych (dichotomicznych), a dok≥adniej ñ nieparametrycznym odpo-
wiednikiem zupe≥niej zrandomizowanej analizy blokÛw dla danych zdichotomizowanych.
Dla k grup dyskretnej zmiennej niezaleønej:

† poziomy (grupy) zmiennej niezaleønej †
†C1 C2 † Ck R R2

blok b1 x11 x12 ... x1k Σx1k Σx1k
2

blok b2 x21 x22 ... x2k Σx2k Σx2k
2

blok b3 x31 x32 ... x3k Σx3k Σx3k
2

.... † ... ... ... ...

blok bj xj1 xj2 ... xjk Σxjk Σxjk
2

C Σxj1 Σxj2 ... Σxjk

C2 Σxj1
2 Σxj2

2 ... Σxjk
2 † †

ΣR = ΣSxk

ΣR2 = Sxk
2

WartoúÊ statystyki testu Q Cochrana wynosi:

( )( ) ( )[ ]
( ) ∑∑

∑∑
−

−−
2

221

RRK

RCkk
Q , d.f. = k ñ 1.

Badanie wspÛ≥zaleønoúci pomiÍdzy zmiennymi
ñ metody korelacji nieparametrycznej (non-parametric rank correlation)
oraz testy zaleønoúci zmiennych

Nieparametrycznymi odpowiednikami metody korelacji Pearsona sπ: korelacja R Spe-
armana, korelacja tau Kendalla oraz korelacja gamma. Jeøeli analizowane zmienne sπ
zmiennymi skategoryzowanymi (dyskretnymi) (categorized variables), to do oceny wspÛ≥za-
leønoúci pomiÍdzy zmiennymi mogπ s≥uøyÊ na przyk≥ad test chi2, wspÛ≥czynnik φ Cramera
oraz dok≥adny test Fishera. W sytuacjach kiedy chcemy badaÊ jednoczeúnie wspÛ≥zaleøno-
úci pomiÍdzy wieloma przypadkami moøemy zastosowaÊ tzw. wspÛ≥czynnik zgodnoúci
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W†Kendalla. Jako miary zaleønoúci statystycznej dla zmiennych nominalnych najczÍúciej
wykorzystuje siÍ takie wskaüniki jak wspÛ≥czynnik φ Cramera, wspÛ≥czynnik Yuleía czy
wspÛ≥czynnik Ivesa-Gibbonsa.

Korelacja Spearmana

WspÛ≥czynnik korelacji Spearmana (Spearman's rank correlation) posiada sens staty-
styczny zwyczajnego wspÛ≥czynnika korelacji Pearsona z tπ rÛønicπ, øe oblicza siÍ go na
podstawie rang, a nie konkretnych mierzonych wartoúci. Dla obliczenia korelacji Spearma-
na zak≥ada siÍ, øe zmienne sπ mierzone co najmniej w skali porzπdkowej, czyli øe
poszczegÛlne przypadki mogπ zostaÊ uszeregowane w dwa uporzπdkowane ciπgi.

WspÛ≥czynnik korelacji rang Spearmana (rs, Rs) obliczamy wed≥ug rÛwnania:

)1(

6
1

2

2

−
−=  

nn

d
rs ,

gdzie  n oznacza liczbÍ par rang, zaú d rÛønicÍ miÍdzy rangami dla kaødej pary.
IstotnoúÊ korelacji oceniamy porÛwnujπc obliczonπ wartoúÊ z wartoúciami krytycznymi

w tablicach dla danej liczby par; jeøeli liczba par jest wiÍksza od 10, moøemy takøe policzyÊ
istotnoúÊ w sposÛb analogiczny jak dla wspÛ≥czynnika korelacji Pearsona, tzn.:
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Korelacja tau Kendalla

Korelacja tau Kendalla (Kendall's rank correlation, Kendall's tau coefficient) ma podobne
za≥oøenia co test R Spearmana, a wspÛ≥czynniki tau i R sπ porÛwnywalne co do si≥y
wnioskowania statystycznego. Obie te miary posiadajπ jednak odmiennπ interpretacjÍ
statystycznπ: wspÛ≥czynnik R Spearmana ma sens statystyczny zwyk≥ego wspÛ≥czynnika
korelacji (tyle øe obliczonego na podstawie rang), natomiast tau Kendalla okreúla prawdo-
podobieÒstwo tego, øe zmierzone dane sπ tak samo lub rÛønie (odwrotnie) uszeregowane
dla dwÛch zmiennych:

)1(

2

−
=

NN

Sτ ,

gdzie ca≥kowita liczba porÛwnywanych par zmiennych wynosi

2

)1( −
=

NN
T ,

zaú S oznacza sumÍ rÛønic punktacji zgodnych i niezgodnych kolejnoúci dla porzπdku
rosnπcego rang (zobacz ÑCzÍúÊ II ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî).

Rozdzia≥ 12. Metody nieparametryczne

Σ
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Korelacja gamma

WspÛ≥czynnik gamma stosujemy wtedy, gdy dane pomiarowe zawierajπ wiele przy-
padkÛw jednakowych rang. Pod wzglÍdem interpretacji i procedury obliczeniowej gamma
jest bardziej podobne do tau Kendalla niø do R Spearmana, i reprezentuje rÛønicÍ prawdo-
podobieÒstw tego, øe rangi dwÛch zmiennych sπ ze sobπ zgodne i tego, øe rangi te sπ
niezgodne, pomniejszonπ o prawdopodobieÒstwo jednakowych rang.

WspÛ≥czynniki zgodnoúci dla zmiennych nominalnych

WspÛ≥czynniki zgodnoúci zosta≥y opracowane z myúlπ o szacowaniu zaleønoúci staty-
stycznej dla zmiennych typu nominalnego. Charakterystycznπ cechπ wielu takich wskaüni-
kÛw jest to, øe wykorzystujπ one wartoúÊ statystyki testu chi2. Do popularnych naleøπ miary
takie, jak na przyk≥ad:

n
CP +

=
2

2

χ
χ

lub

n

nC
2

2

1
χ

χ

+
= ,

gdzie χ2 jest wartoúciπ statystyki testu chi2, zaú n oznacza liczbÍ wszystkich obserwacji (ten
pierwszy wskaünik nazywany jest nieraz takøe wspÛ≥czynnikiem Pearsona). Podstawowπ
niewygodπ ich stosowania jest to, øe nie posiadajπ one w≥aúciwoúci zmian w zakresie od
0†do 1, odzwierciedlajπcych si≥Í zwiπzku ñ czegoú, czego podúwiadomie oczekujemy od
miary zgodnoúci, per analogiam do wspÛ≥czynnika korelacji. Zauwaømy, øe kaødy z tych
wskaünikÛw osiπga wartoúÊ 0 zawsze, gdy nie ma øadnej zaleønoúci miÍdzy zmiennymi, to
znaczy kiedy  χ2 = 0. Z drugiej strony jednak, jak ≥atwo zauwaøyÊ ñ øaden ze wskaünikÛw
nigdy nie osiπgnie wartoúci 1, nawet w przypadku, gdy istnieje ca≥kowita zaleønoúÊ miÍdzy
zmiennymi.

Innym wskaünikiem jest wspÛ≥czynnik  φ  Cramera:

n

2

1
χφ = ,

ktÛry w wersji dla podwÛjnej dichotomii, czyli dla tablicy czteropolowej, nazywany jest
takøe korelacjπ czteropunktowπ. Dla zmiennych majπcych wiÍcej niø dwa poziomy (dwie
grupy) moøna obliczyÊ ten wspÛ≥czynnik na podstawie wartoúci statystyki testu chi2 dla
tablicy wielopolowej:

( )1

2
'
1 −

=
kn

χφ ,

gdzie χ2 jest wartoúciπ statystyki testu chi2 (nie skorygowanπ na ciπg≥oúÊ), n oznacza liczbÍ
wszystkich obserwacji, zaú k jest liczbπ rzÍdÛw lub kolumn (ktÛra jest mniejsza). W tej
formie, wartoúÊ tego wskaünika zmienia siÍ w zakresie od 0 do 1.
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Zauwaømy jednak, øe gdy zastosujemy wartoúÊ χ2 obliczonπ z rozk≥adu tablicy czteropo-
lowej:

jest brak

jest a b a+b
brak c d c+d

a+c b+d n

rÛwnπ:

))()()((

)])(())([( 2
2

dbcadcba

cbdan

++++
−

=χ ,

to wspÛ≥czynnik Cramera moøemy takøe zapisaÊ jako:

))()()((

))(())((
2

dbcadcba

cbda

++++
−=φ .

Taki zapis ma tÍ zaletÍ, øe liczony wspÛ≥czynnik Cramera zmienia siÍ w zakresie od ñ1
do +1 i moøe wskazywaÊ takøe kierunek zaleønoúci (wartoúÊ 0 oznacza brak zaleønoúci).
Zatem jego sens statystyczny jest podobny jak zwyczajnego wspÛ≥czynnika korelacji linio-
wej. ZwrÛÊmy uwagÍ, øe zaleønoúÊ moøemy tutaj ≥atwo interpretowaÊ w kategoriach
zgodnoúci: duøa zgodnoúÊ (czyli niewielka zaleønoúÊ miÍdzy zmiennymi) wyraøajπca siÍ
wyøszπ wartoúciπ wspÛ≥czynnika φ oznacza wiÍksze podobieÒstwo proporcji (liczebnoúci
w†komÛrkach tablicy czteropolowej) dla porÛwnywanych poziomÛw zmiennych dyskret-
nych.

WspÛ≥czynnik Yuleía, rÛwny:

))(())((

))(())((

cbda

cbda
Q

+
−= ,

zmienia siÍ w zakresie od ñ1 (wtedy gdy a lub d wynosi 0) do +1 (gdy b lub c wynosi 0),
podobnie jak w przypadku wspÛ≥czynnika  Ivesa-Gibbonsa:

)()(
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cbda

cbda
rn +++

+−+
= ,

ktÛrego sens statystyczny jest niemal identyczny jak dla wspÛ≥czynnika φ2 Cramera.

Regresja nieparametryczna

W przypadkach, gdy nie jest spe≥niony warunek normalnego rozk≥adu zmiennej
zaleønej, i nie moøemy pos≥uøyÊ siÍ metodπ liniowej regresji w celu wyznaczenia wspÛ≥-
czynnikÛw rÛwnania regresji, moøemy ÑominπÊî ten problem stosujπc procedury niepara-
metryczne. Najprostszπ z nich jest tzw. Ñniezupe≥naî metoda Theila (Ñincompleteî Theil's
method). Dla kaødej pary punktÛw, przy spe≥nieniu warunku xj >xi, moøna wyznaczyÊ
wspÛ≥czynnik kierunkowy prostej ≥πczπcej dwa wybrane punkty, bij. Tak policzone wspÛ≥-

Rozdzia≥ 12. Metody nieparametryczne
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czynniki b sπ nastÍpnie uporzπdkowane w kolejnoúci rosnπcej w celu wyznaczenia mediany
wspÛ≥czynnika b. Dla kaødej pary punktÛw danych czπstkowych wyznacza siÍ nastÍpnie
wspÛ≥czynnik a (rzÍdnπ zerowπ). ÑCa≥oúciowyî wspÛ≥czynnik a (dla ca≥ego zbioru par
punktÛw) jest rÛwny medianie oszacowanych czπstkowych a.

Podstawowe zalety metody Theila to: (1) metoda nie wymaga normalnoúci rozk≥adÛw
zmiennych x i y, (2) metoda nie zak≥ada nierÛwnocennoúci b≥ÍdÛw x i y, (3) nie jest wraøliwa
na obserwacje odstajπce, poniewaø nie jest oparta na rachunku sumy kwadratÛw rÛønic.

Podsumowanie

ï Wiele metod nieparametrycznych to szybkie i proste metody weryfikacji istotnoúci rÛø-
nic, pod kπtem ich zastosowania w przypadku nieznajomoúci parametrÛw rozk≥adu w†po-
pulacji badanej zmiennej.

ï Metody nieparametryczne nie wymagajπ spe≥niania za≥oøeÒ (dotyczπcych typu rozk≥adu
danych, w szczegÛlnoúci nie wymagajπ normalnoúci rozk≥adÛw danych) i nie podlegajπ
ograniczeniom testÛw parametrycznych.

ï Sπ one szczegÛlnie przydatne w sytuacjach, gdy dysponujemy niewielkimi zbiorami da-
nych o rozk≥adach wyraünie odbiegajπcych od normalnoúci, kiedy transformacja danych
nie przynosi poøπdanych wynikÛw (np. w postaci normalizacji rozk≥adu lub jednorodno-
úci wariancji).

ï Metody nieparametryczne sπ prawie tak efektywne (majπ porÛwnywalnπ moc statystycz-
nπ) w wykrywaniu rzeczywistych rÛønic jak metody parametryczne w przypadkach, gdy
za≥oøenia wymagane przy stosowaniu tych ostatnich nie sπ naruszone, i o wiele bardziej
efektywne w sytuacjach, kiedy testÛw parametrycznych nie moøemy stosowaÊ.

ï Metody nieparametryczne s≥uøπ g≥Ûwnie do analizy zbiorÛw o ma≥ych liczebnoúciach.
ï Dla duøych liczebnoúci nieparametryczne testy istotnoúci rÛønic aproksymujπ do testu

normalnego lub testu t Studenta (dla danych ciπg≥ych) lub testÛw proporcji (dla danych
dyskretnych).

ï Korzystajπc z metod nieparametrycznych naleøy starannie dobieraÊ te, ktÛre charaktery-
zujπ siÍ jak najwiÍkszπ mocπ statystycznπ.

ï Moc testu silnie zaleøy od liczebnoúci prÛby (lub liczebnoúci w poszczegÛlnych katego-
riach).

ï Testy nieparametryczne gÛrujπ mocπ nad metodami parametrycznymi przy ma≥ych li-
czebnoúciach prÛby.

b
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Rozdzia≥ 13

Metody wykorzystywane
w badaniach populacyjnych

i diagnostycznych

Miary zapadalnoúci i umieralnoúci

W najprostszym przypadku miary zapadalnoúci (measures of morbidity) lub umieralnoúci
(measures of mortality) szacowane sπ jako stosunek liczebnoúci przypadkÛw zachorowaÒ lub
úmierci do ca≥kowitej liczebnoúci populacji poddanej obserwacji. Sytuacja komplikuje siÍ
kiedy mamy do czynienia na przyk≥ad ze stratyfikacjπ wiekowπ lub w przypadkach standa-
ryzacji struktury wieku, p≥ci, itp. badanych grup.

Wskaüniki urodzeÒ i umieralnoúci

Wyraøa siÍ je na rok na 1000 osobnikÛw. NajczÍúciej stosowane miary to:
1.†wskaünik urodzeÒ (birth rate) =

= 1000×
populacjiliczebność

roknaurodzeńliczba

2.†wskaünik p≥odnoúci (fertility rate) =

= 1000
4915

×
− latwiekuwkobietpopulacjiliczebność

roknanoworodkówżywychurodzeńliczba

 3.†wspÛ≥czynnik umieralnoúci ogÛlnej (crude mortality rate) =

×=
czasiedanymwzgonuryzykonanarażonaludnościliczba

czasiedanymwogółemzgonówliczba
 1000
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4.†czπstkowe wspÛ≥czynniki umieralnoúci (partial mortality rates), np.:
wspÛ≥czynnik umieralnoúci w grupie wiekowej (ze stratyfikacjπ) (age-specific mortality rate/
stratified mortality rate) =

=
liczba zgonÛw w grupie wiekowej

liczba ludnoúci w grupie wiekowej naraøona na ryzyko zgonu

wspÛ≥czynnik umieralnoúci w grupie mÍøczyzn =

=
          liczba zgonÛw w grupie mÍøczyzn

liczba mÍøczyzn naraøona na ryzyko zgonu

5.†wskaünik umieralnoúci proporcjonalnej (proportional mortality rate) jest proporcjπ zgonÛw
z powodu okreúlonej przyczyny w stosunku do ogÛlnej liczby zgonÛw, np. z powodu za
krzepicy øy≥ g≥Íbokich wskaünik taki wynosi:

=
 liczba zgonÛw z powodu zakrzepicy øy≥ g≥Íbokich

liczba zgonÛw ogÛ≥em

Od wspÛ≥czynnikÛw umieralnoúci naleøy odrÛøniÊ wskaünik úmiertelnoúci, ktÛry wyra-
øa, jaka jest proporcja zgonÛw na okreúlonπ chorobÍ w stosunku do ogÛlnej liczby chorych:

6.†úmiertelnoúÊ ogÛlna =

=
 liczba zgonÛw na danπ chorobÍ

         liczba chorych ogÛ≥em

7.†úmiertelnoúÊ chorobowa (case fatality rate) =

=
 liczba zgonÛw na rok z powodu okreúlonej choroby

         liczba przypadkÛw choroby ogÛ≥em

ZwrÛÊmy uwagÍ, øe wyraøenie mianownika w powyøszych rÛwnaniach obejmuje wszyst-
kie przypadki osÛb chorych, takøe te, ktÛre wystÍpowa≥y w badanej populacji zanim przystπ-
piliúmy do badania.

Wskaüniki urodzeÒ, umieralnoúci ogÛlnej i czπstkowej uwaøa siÍ za prawdziwe miary
czÍstoúci, ktÛre wyraøajπ jak szybko populacja zmienia siÍ w czasie (np. jak szybko jej
liczebnoúÊ wzrasta lub maleje). W praktyce za liczebnoúÊ populacji (wyraøenie mianowni-
ka) przyjmuje siÍ wartoúÊ rejestrowanπ w úrodkowym przedziale obserwacji (czyli jeøeli np.
przedzia≥ czasu prowadzenia obserwacji obejmuje rok, to wartoúÊ takπ rejestrowalibyúmy
w†183 dniu obserwacji).

Obok tego mamy do dyspozycji miary ryzyka, okreúlajπce jakie jest prawdopodobieÒstwo
wystπpienia okreúlonego zdarzenia, np. ryzyko úmierci w przypadku wystπpienia okreúlonej
choroby. Do takich miar ryzyka zaliczymy na przyk≥ad wspÛ≥czynniki umieralnoúci niemow-
lπt. W stosowanej tutaj terminologii naleøy przyjπÊ, øe:

×1000

×1000

×100

×100

×100
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ï zgon p≥odu to taki zgon, ktÛry nastπpi≥ przed jego wydaleniem lub usuniÍciem z cia≥a
matki;

ï noworodkiem martwo urodzonym bÍdzie taki noworodek, ktÛrego zgon nastπpi≥ przed jego
wydaleniem lub usuniÍciem z cia≥a matki i ktÛrego masa w chwili urodzenia wynosi≥a co
najmniej 1001 g.

 Do najwaøniejszych wspÛ≥czynnikÛw w ocenie umieralnoúci niemowlπt naleøπ:
8.†ogÛlny wspÛ≥czynnik umieralnoúci niemowlπt (infant mortality rate) =

=
 liczba zgonÛw niemowlπt 0-11 miesiÍcy w danym roku

liczba urodzeÒ øywych w danym roku

9.†wspÛ≥czynnik wczesnej umieralnoúci niemowlπt (neonatal mortality rate) =

=
 liczba zgonÛw niemowlπt w wieku 0ñ27 dni w danym roku

liczba urodzeÒ øywych w danym roku

10.†wspÛ≥czynnik pÛünej umieralnoúci niemowlπt =

=
 liczba zgonÛw niemowlπt w wieku 28 dniñ11 miesiÍcy w danym roku

liczba urodzeÒ øywych w danym roku

 11.†wspÛ≥czynnik umieralnoúci oko≥oporodowej niemowlπt (perinatal mortality rate) =

=
 liczba urodzeÒ martwych+liczba zgonÛw niem. w wieku <7 dni w danym roku

                      liczba urodzeÒ (martwych + øywych) w danym roku

Chociaø w definicji umieralnoúci uwzglÍdniamy liczbÍ przypadkÛw úmierci rejestrowanych
w okresie 1 roku, w praktyce rzadko mamy moøliwoúÊ prowadziÊ obserwacje poszczegÛlnych
przypadkÛw (osÛb, pacjentÛw) dok≥adnie w tym samym przedziale czasu w okresie jednego
roku. Sk≥ada siÍ na to wiele przyczyn, np. migracje ludnoúci, wy≥πczenie z badaÒ lub
w≥πczenie nowych ciekawych przypadkÛw, nieprzewidywalnoúÊ pojawiania siÍ nowych
przypadkÛw choroby, itp. Toteø czÍsto zdarza siÍ, øe obserwacje wybranych losowo przypad-
kÛw prowadzimy w okresie o wiele krÛtszym niø jeden rok. Z†tych wzglÍdÛw wygodniejszym
do stosowania w praktyce wskaünikiem jest umieralnoúÊ zdefiniowana jako:

     
  umieralnoúÊ =

                        liczba zgonÛw

            
liczba osoboñlat w okresie obserwacji

Przy takim oszacowaniu liczba osobo-lat (person-years) bÍdzie taka sama dla jednej osoby
obserwowanej przez okres 1 roku jak dla 12 osÛb, z ktÛrych kaøda bÍdzie obserwowana przez
1 miesiπc. Z uwagi na mnoønik 1000 takiego wskaünika, powinniúmy zwracaÊ uwagÍ na
sposÛb wyraøania wynikÛw: na przyk≥ad naleøy rozrÛøniaÊ miÍdzy miarπ na 1000 osÛb na
rok a miarπ na 1000 osobo-lat.

Typowym przyk≥adem badania obserwacyjnego umieralnoúci w jakiejú spo≥ecznoúci jest
rejestrowanie liczebnoúci badanej grupy dwukrotnie i obliczanie liczby przypadkÛw úmierci.
W takim badaniu osoba rejestrowana w obu badaniach przeprowadzanych w†przy-

Rozdzia≥ 13. Metody wykorzystywane w badaniach populacyjnych i diagnostycznych
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jÍtym odstÍpie czasu stanowi sk≥adowπ osobo-lat w ca≥ym okresie prowadzenia obserwacji
w†wyraøeniu mianownika. Osoba, ktÛra zosta≥a wy≥πczona z badania (np. dlatego øe migro-
wa≥a lub zmar≥a) jest sk≥adowπ osobo-lat w okresie od pierwszej rejestracji do daty úmierci lub
migracji, podobnie osoba, ktÛra urodzi≥a siÍ w czasie trwania badania jest sk≥adowπ osobo-lat
w okresie od daty urodzin do czasu drugiej rejestracji.

ZapadalnoúÊ i chorobowoúÊ

Sπ to dwie zasadnicze miary czÍstoúci wystÍpowania/wystπpienia i rozpowszechnienia
danej choroby, ktÛrπ moøna zaklasyfikowaÊ do jednej z czterech grup:
ï chorÛb, ktÛre zaczÍ≥y siÍ i zakoÒczy≥y w okresie prowadzenia obserwacji,
ï chorÛb, ktÛre zaczÍ≥y siÍ w okresie prowadzenia obserwacji, ale trwajπ nadal,
ï chorÛb, ktÛre zaczÍ≥y siÍ dawniej, ale zakoÒczy≥y siÍ w okresie prowadzenia obserwacji,
ï chorÛb, ktÛre zaczÍ≥y siÍ dawniej i trwajπ nadal.

ZapadalnoúÊ (incidence, zachorowalnoúÊ, czÍstoúÊ wystπpienia choroby) oznacza liczbÍ
nowych przypadkÛw wystπpienia choroby w okresie prowadzenia obserwacji w†stosunku
do liczby osÛb, ktÛre potencjalnie mog≥yby zachorowaÊ.

Moøe byÊ zdefiniowana albo w kategoriach ryzyka wystπpienia choroby (incidence risk)
albo czÍstoúci wystπpienia choroby (incidence rate). ZapadalnoúÊ definiowana jako ryzyko
wystπpienia choroby (incidence risk) to prawdopodobieÒstwo, øe osoba pierwotnie zdrowa
zachoruje w jakimú momencie prowadzenia obserwacji. CzÍstoúÊ wystπpienia choroby
(incidence rate) oznacza natomiast liczbÍ osÛb, ktÛre zachorujπ do liczby wszystkich osÛb
potencjalnie naraøonych na zachorowanie (czyli takich ktÛrzy jeszcze ciπgle sπ zdrowi).
W†takim rozumieniu, osoba, ktÛra zapada na chorobÍ nie jest juø d≥uøej osobπ potencjalnie
naraøonπ na zachorowanie. Liczba nowych przypadkÛw zachorowaÒ odnoszona jest zatem
nie do liczby osÛb, ktÛre by≥y naraøone na poczπtku badania, ale do iloczynu uúrednionej
liczby osÛb naraøonych w okresie prowadzenia obserwacji i czasu trwania obserwacji (tzw.
osobo-lata naraøone na zachorowanie, person-years at risk, pyar). Miara osobo-lat naraøo-
nych na zachorowanie jest analogiczna jak w przypadku osobo-lat w okresie obserwacji,
z†wyjπtkiem powszechnych chorÛb, na ktÛre moøna zapaúÊ wiÍcej niø raz w okresie
obserwacji (przeziÍbienie, biegunka, itp.): zamiast czasu od rozpoczÍcia badania do zacho-
rowania stosuje siÍ sumaryczny czas kiedy nie wystÍpuje choroba. W przypadku chorÛb
powszechnie wystÍpujπcych, na ktÛre moøna zapadaÊ czÍsto czÍstoúÊ wystπpienia choroby
okreúla úredniπ liczbÍ atakÛw choroby na osobÍ (naraøonπ czyli nie chorujπcπ) na rok:

zapadalnoúÊ (ryzyko wystπpienia choroby)
 
=

liczba nowych zachorowaÒ w okresie obserwacji

liczba osÛb naraøonych na poczπtku obserwacji

zapadalnoúÊ (czÍstoúÊ choroby)
 
=

liczba nowych zachorowaÒ w okresie obserwacji

liczba osoboñlat naraøonych w okresie obserwacji

=
liczba nowych zachorowaÒ w okresie obserwacji

(úrednia liczba naraøonych w okresie obserwacji) ×  (czas obserwacji)

=
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Te obie miary sπ niemal jednakowe w przypadku rzadkich chorÛb (np. niektÛre
nowotwory) lub chorÛb przewlek≥ych, natomiast wyraünie rÛøne w przypadku chorÛb
wystÍpujπcych powszechnie (lub chorÛb o krÛtkim przebiegu).

Stosunek tych obu miar jest nazywany ryzykiem wzglÍdnym (zobacz niøej).
ChorobowoúÊ (ang. prevalence) natomiast to ca≥kowita liczba przypadkÛw choroby juø

wystÍpujπcych w danej populacji (bez wzglÍdu na to kiedy zachorowa≥y). ChorobowoúÊ
zaleøy oczywiúcie zarÛwno od zapadalnoúci (zachorowalnoúci), jak i od czasu trwania
choroby. Przy okreúlonej zapadalnoúci chorobowoúÊ bÍdzie tym wiÍksza, im choroba bÍdzie
bardziej d≥ugotrwa≥a.

ChorobowoúÊ moøna rejestrowaÊ w danym konkretnym momencie (chorobowoúÊ punkto-
wa), jak i w d≥uøszym okresie prowadzenia obserwacji (chorobowoúÊ okresowa) (miary te
wyraøa siÍ w %):

chorobowoúÊ punktowa = 
populacjiliczebność

momenciedanymwosóbchorychliczba

chorobowoúÊ okresowa = 
środkowympunkciewpopulacjiliczebność
obserwacjiokresiewosóbchorychliczba

OgÛlnie, zapadalnoúÊ dotyczy jedynie nowych zachorowaÒ, natomiast chorobowoúÊ
zarÛwno nowych jak i zadawnionych. Obliczajπc wartoúÊ tych wspÛ≥czynnikÛw naleøy
sprecyzowaÊ, czy wyraøenie w liczniku dotyczy liczby chorych osÛb czy liczby epizodÛw
choroby. ZapadalnoúÊ i chorobowoúÊ po≥πczone sπ zaleønoúciπ:

chorobowoúÊ = zapadalnoúÊ x czas trwania choroby

Jeøeli øaden ze wspÛ≥czynnikÛw nie ulega zmianom w czasie to znaczy, øe úmiertelnoúÊ
i wyleczalnoúÊ danej choroby  sπ sta≥e (moøe tak byÊ jeøeli nie wystÍpuje migracja osÛb
zdrowych i osÛb chorych).

Jeøeli zapadalnoúÊ wzrasta w jakimú okresie prowadzenia obserwacji, a chorobowoúÊ
nie zmienia siÍ, oznacza to, øe wyleczalnoúÊ lub úmiertelnoúÊ roúnie (w wyniku tego czas
trwania choroby skraca siÍ). Moøe tak byÊ na przyk≥ad kiedy profilaktyka nie odnosi
skutku, natomiast skutecznoúÊ leczenia poprawia siÍ.

Rozdzia≥ 13. Metody wykorzystywane w badaniach populacyjnych i diagnostycznych
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Gdy oba wspÛ≥czynniki zmniejszajπ siÍ w czasie proporcjonalnie do siebie, moøe to
odzwierciedlaÊ sytuacjÍ, kiedy zmniejszenie zapadalnoúci, zwiπzane na przyk≥ad z obniøe-
niem poziomu czynnikÛw ryzyka w badanej populacji (w wyniku skutecznej profilaktyki),
idzie w parze ze zmniejszeniem chorobowoúci (na skutek polepszenia wyleczalnoúci).

Jeøeli zmiany obu wspÛ≥czynnikÛw sπ przeciwstawne, na przyk≥ad zapadalnoúÊ roúnie
a chorobowoúÊ zmniejsza siÍ (tak jak na diagramie poniøej),  obrazuje to przypadki, gdy
prewencja kliniczna (skutecznoúÊ leczenia choroby) poprawia siÍ, zaú liczba nowych przy-
padkÛw zachorowaÒ wzrasta (np. w zwiπzku ze wzrostem nasilenia czynnikÛw ryzyka:
zmianπ sposobu øycia, stresem, zmianπ odøywiania, itp.).
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Analiza czÍstoúci wystπpienia choroby
z wykorzystaniem rozk≥adu Poissona

Jak pamiÍtamy z Rozdzia≥u ÑRozk≥ad Poissonaî, charakterystyka tego rozk≥adu moøe byÊ
wykorzystana do analizy czÍstoúci zdarzeÒ. SzczegÛlnym przypadkiem takiej analizy jest
analiza czÍstoúci wystπpienia choroby (incidence rate). PamiÍtamy, øe czÍstoúÊ wystπpienia
choroby to liczba nowych przypadkÛw choroby (x) zaobserwowana w przedziale czasu
podzielona przez ca≥kowitπ liczbÍ osobo-lat naraøonych na zachorowanie (person-years at
risk, pyar).  Jeøeli moøemy za≥oøyÊ, øe obserwowane zdarzenia zachorowaÒ sπ niezaleøne
od siebie i majπ przypadkowy rozk≥ad w czasie (niestety w rzeczywistoúci czÍsto za≥oøenie
to nie jest spe≥nione, np. w chorobach zakaünych), to w analizie takiej moøemy wykorzystaÊ
rozk≥ad Poissona oraz jego normalnπ aproksymacjÍ:

pyar

x=λ ,
pyarpyar

x
SE

λ== .

Korzystajπc z aproksymacji normalnej rozk≥adu Poissona, moøemy porÛwnywaÊ dwie

czÍstoúci wystπpienia choroby 111 pyarx=λ  oraz 
222 pyarx=λ w nastÍpujπcy sposÛb (rÛw-

nanie z poprawkπ na ciπg≥oúÊ):

                                                                         ,

gdzie                                    oznacza ca≥kowitπ czÍstoúÊ wystπpienia choroby w obu porÛwny-

wanych grupach ≥πcznie.

Standaryzacja danych bezpoúrednia i poúrednia

Poniewaø zapadalnoúÊ i chorobowoúÊ sπ zwykle silnie zaleøne od struktury wiekowej,
a†takøe proporcji p≥ci w badanych populacjach, aby w pe≥ni wiarygodnie porÛwnywaÊ te
miary w rÛønych badanych populacjach, naleøy najpierw dokonaÊ standaryzacji miar
w†odniesieniu do p≥ci i wieku w porÛwnywanych grupach. Wydaje siÍ to oczywiste, jeøeli
zauwaøymy na przyk≥ad, øe umieralnoúÊ w populacji starszej bÍdzie naturalnie wiÍksza niø
w populacji m≥odej, co rzecz jasna nie uprawnia nas do stwierdzenia, iø dowolnie wylosowa-
na osoba z populacji, gdzie úrednia wieku jest wyøsza, bÍdzie naraøona na úmierÊ bardziej
niø dowolnie wylosowana osoba z populacji o niøszym úrednim wieku.

Do standaryzacji moøemy stosowaÊ metody bezpoúrednie lub poúrednie (direct/indirect
standardization), w zaleønoúci od tego, w jaki sposÛb dobieramy grupÍ standardowπ. Takπ
grupÍ moøe stanowiÊ wybrana przez nas jedna z porÛwnywanych populacji, moøe to byÊ
populacja z≥oøona z obu populacji porÛwnywanych, lub populacja okreúlonego regionu czy
grupy ludzi. Nawet przy takiej duøej arbitralnoúci doboru populacji standardowej, ryzyko
niepoprawnej interpretacji wynikÛw oraz b≥Ídnych wnioskÛw jest niewielkie, mimo, øe
wartoúci bezwzglÍdne miar mogπ siÍ rÛøniÊ w zaleønoúci od obranej metody.  OgÛlnie,
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metody poúrednie sπ stosowane czÍúciej przy szacowaniu miar umieralnoúci i zapadalnoúci,
natomiast bezpoúrednie przy analizie chorobowoúci.

Metody standaryzacji moøemy stosowaÊ niezaleønie od tego czy miary umieralnoúci
lub  zachorowalnoúci oceniamy w kategoriach ryzyka czy czÍstoúci wystπpienia. Alterna-
tywnie, moøemy analizowaÊ te miary stosujπc testy proporcji, statystykÍ rozk≥adu Poissona
lub modele log-liniowe, pod warunkiem, øe zdarzenia (zgony, zachorowania, itp.) wystÍpu-
jπ niezaleønie od siebie i sπ rÛwnomiernie roz≥oøone w czasie.

Procedury standaryzacji omÛwione zosta≥y dok≥adniej w ÑCzÍúci II ñ Uzupe≥nienia,
przyk≥ady i zadaniaî.

Metody oparte na statystyce testu chi2

Wed≥ug konwencjonalnego podzia≥u na retrospektywne i prospektywne (z ciπg≥ym
monitorowaniem) badania populacyjne, moøemy wyrÛøniÊ dwie strategie algorytmu ba-
dawczego. Badania retrospektywne to takie, w ktÛrych rÛønicujemy jak okreúlona jednostka
chorobowa (ktÛra pojawi≥a siÍ kiedyú w przesz≥oúci) wp≥ywa na czÍstoúÊ wystπpienia
interesujπcych nas modyfikacji zmiennej. W badaniach tego typu spoglπdamy zatem wstecz
i oceniamy jak status kliniczny ñ ktÛry moøemy traktowaÊ jako rodzaj modulatora ñ
wp≥ywa na wartoúci zmiennej (lub zmiennych). Badamy ryzyko tego, øe wystπpienie tego
stanu klinicznego zmieni wartoúci badanych zmiennych. Schemat postÍpowania w takich
badaniach wyglπda nastÍpujπco:

etap 1: wybierz

przypadki kontrole

etap 2: zmierz ekspozycjÍ w przesz≥oúci ekspozycja (+) a b

ekspozycja (ñ) c d

ogÛ≥em a+c b+d

etap 3: porÛwnaj proporcje w grupach poddanych ekspozycji a/(a+c) wzglÍdem b/(b+d)

etap 4: oblicz iloraz szans, czyli miarÍ wskazujπcπ OR =  a/c : b/d
ile razy szansa ekspozycji w grupie przypadkÛw
jest rÛøna od szansy ekspozycji w grupie kontroli

etap 5: oblicz proporcjÍ przypadkÛw przypisanπ ekspozycji PC = [p*(OR-1)]/[(p*(OR-1))+1]

* p oznacza proporcjÍ populacji naraøonπ na dzia≥anie czynnika

Naszπ intencjπ prowadzenia takiej obserwacji jest chÍÊ przekonania siÍ, czy badane
zmienne mog≥yby dla nas byÊ w przysz≥oúci predyktorami wystπpienia choroby, tzn. czy
sama obserwacja zmian wartoúci okreúlonych parametrÛw moøe byÊ dla nas wskazÛwkπ, øe
wystÍpuje okreúlona jednostka chorobowa. Abyúmy mieli jakπú miarÍ odniesienia musimy
prowadziÊ rÛwnoleg≥e obserwacje w grupie z interesujπcπ nas jednostkπ chorobowπ oraz
w†grupie referencyjnej osÛb bez choroby. Z tego powodu badania tego typu nazywa siÍ
badaniami kliniczno-kontrolnymi (case-control), poniewaø wartoúci zmiennej/zmiennych
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u†pacjentÛw (cases, kliniczne przypadki chorobowe) porÛwnujemy z wartoúciami tych
zmiennych w osÛb zdrowych (control). RelacjÍ, ktÛra opisuje jaki jest wp≥yw badanego
stanu klinicznego na wartoúci zmiennej, wystπpienie zmian lub przebieg procesu, wyraøa-
my matematycznie w postaci tak zwanego ilorazu szans (odds ratio, OR) .

Badania prospektywne to takie badania, w ktÛrych úledzimy zachowanie siÍ lub
wystπpienie zmian okreúlonych zmiennych po (jednokrotnym lub wielokrotnym) zadzia≥a-
niu czynnika modyfikujπcego (modulatora). Badania te majπ formÍ aktywnej (badacz
manipuluje dzia≥aniem czynnika) i dynamicznej (monitorowanie odbywa siÍ w sposÛb
ciπg≥y) obserwacji. W badaniu prospektywnym plan postÍpowania wyglπda nastÍpujπco:

etap 1: wybierz

osoby naraøone osoby nie naraøone
na dzia≥anie czynnika na dzia≥anie czynnika

etap 2: obserwuj stan zdrowia nowe zachorowania a b
osÛb w obu grupach

zdrowi c d

ogÛ≥em a + c b + d

etap 3: porÛwnaj proporcje chorych Zeksp = a/(a+c) wzglÍdem Znieeksp = b/(b+d)
w obu grupach (okreúl zapadalnoúÊ)

etap 4: oblicz ryzyko wzglÍdne RR = Zeksp/Znieeksp, RR = Zeksp/Znieeksp
czyli miarÍ wskazujπcπ ile razy zapadalnoúÊ
w grupie eksponowanych jest rÛøna od zapadalnoúci
w grupie nieksponowanych (kontrolnej)

etap 5: oblicz ryzyko przypisane ekspozycji AR = Zeksp ñZnieeksp

†Taki dynamiczny wp≥yw badanego czynnika na interesujπce nas parametry populacji
wyraøamy jako wspÛ≥czynnik ryzyka wzglÍdnego.

Ryzyko wzglÍdne (RR, relative ratio) to iloraz ryzyka wyniku dodatniego (zmiany) po
zadzia≥aniu czynnika oraz ryzyka wystπpienia takiego wyniku bez zadzia≥ania czynnika,
czyli:

czynnikaazadziałanibezzmianyiawystępowanczęstość
czynnikauzadziałanipozmianyiawystępowanczęstość

RR =

To co okreúlamy tutaj jako czÍstoúÊ wystπpienia zmiany moøna takøe okreúliÊ jako
czÍstoúÊ wystÍpowania choroby lub zapadalnoúÊ (incidence), poniewaø bardzo czÍsto przed-
miotem analizy sπ czynniki ryzyka zwiÍkszajπce prawdopodobieÒstwo jakiegoú procesu
patologicznego, np. wp≥yw tytoniu na zapadalnoúÊ na raka p≥uc, czy wp≥yw cholesterolu na
zawa≥ miÍúnia sercowego. ZwrÛÊmy uwagÍ, øe terminy Ñryzykoî oraz ÑczÍstoúÊî sπ w tych
definicjach stosowane wymiennie; nie dlatego, øe sπ one sobie toøsame, ale poniewaø
konsekwencjπ wiÍkszego ryzyka wystπpienia choroby w populacji jest wiÍksza szansa øe
zachoruje wiÍcej ludzi, a tym samym czÍstoúÊ choroby bÍdzie wiÍksza. Jeøeli ryzyko
(rozumiane jako czÍstoúÊ) wystπpienia zmian lub zmiany (np. choroby) po zadzia≥aniu
czynnika jest takie samo w obu grupach: badanej i kontrolnej, to oczywiúcie RR bÍdzie

Rozdzia≥ 13. Metody wykorzystywane w badaniach populacyjnych i diagnostycznych
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rÛwny jeden, co oznacza, øe nie ma zwiπzku przyczynowo-skutkowego miÍdzy wystÍpowa-
niem (dzia≥aniem) czynnika a zapadalnoúciπ. WspÛ≥czynnik RR wiÍkszy od 1 wystÍpuje gdy
ryzyko wystπpienia zmian (zachorowania) jest wiÍksze w grupie poddanej dzia≥aniu czynni-
ka; wartoúci istotnie wyøsze od 1 wskazujπ, øe czynnik moøe byÊ uwaøany za czynnik
ryzyka. Wartoúci RR niøsze od 1 sugerujπ, øe czynnik dzia≥a ochronnie. Czym bardziej
wartoúÊ RR odbiega od 1, tym wiÍksza jest zaleønoúÊ badanego czynnika z†wystÍpowaniem
zmian (zapadalnoúciπ).

RR obliczamy w nastÍpujπcy sposÛb z licznoúci w komÛrkach tablicy czteropolowej:

obecnoúÊ czynnika

wystÍpuje nie wystÍpuje
wynik dodatni a b a+b

ujemny c d c+d
a+c b+d n

Stπd mamy:

ryzyko wyniku (dodatniego) po zadzia≥aniu czynnika = 
ca

a

+

ryzyko wyniku (dodatniego) bez zadzia≥ania czynnika = 
db

b

+

ryzyko wzglÍdne (RR) = acab

adab

db

b
ca

a

+
+=

+

+

IstotnoúÊ ryzyka wzglÍdnego jest obliczana na podstawie wartoúci odpowiedniej staty-
styki chi2:

))()()((

)( 2
2

dcbadbba

bcadn

++++
−

=χ

Moøemy takøe oszacowaÊ przedzia≥ ufnoúci dla wspÛ≥czynnika RR:

dla 95% przedzia≥u ufnoúci 95% CI = )/96.11( χ±RR

lub dla jakiegokolwiek przedzia≥u ufnoúci CI = )/1( χzRR ± .

 Aby wyraziÊ o ile ñ a nie ile razy ñ wzroúnie ryzyko wystπpienia zmiany (zachorowa-
nia) stosujemy parametr zwany zmianπ wzglÍdnego ryzyka lub ryzykiem przypisanym
(attributable risk, AR):

AR = (czÍstoúÊ wystÍpowania zmiany po zadzia≥aniu czynnika) ñ (czÍstoúÊ wystÍpowania
zmiany bez zadzia≥ania czynnika)

Jeøeli zmiana ryzyka wzglÍdnego bÍdzie wyraøona jako proporcja w stosunku do
czÍstoúci wystÍpowania zmiany po zadzia≥aniu czynnika, to mamy do czynienia z tzw.
proporcjonalnym ryzykiem przypisanym (proporcjonalnπ zmianπ ryzyka wzglÍdnego, pro-
portional attributable risk, PAR):

RR

RR
PAR

1−=

bc
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Sens statystyczny PAR jest teø taki, øe wskazuje on za jakπ frakcjÍ wszystkich przypad-
kÛw wyniku pozytywnego odpowiada zadzia≥anie badanego czynnika.

Pomimo, øe zmiana wzglÍdnego ryzyka (AR) daje najlepsze pojÍcie  o wzroúcie ryzyka
zachorowalnoúci po wystawieniu na dzia≥anie czynnika, ca≥oúciowy wp≥yw czynnika na
populacjÍ zaleøy takøe od tego, jaka jest czÍstoúÊ wystÍpowania tego czynnika w otoczeniu.
Rzadkie i okazjonalne ekspozycje na dzia≥anie czynnika majπ niewielki ca≥oúciowy efekt
nawet wtedy, gdy czynnik zwiÍksza bardzo istotnie ryzyko zachorowalnoúci. W takim
przypadku podajemy wartoúÊ ryzyka przypisanego w populacji  (overall attributable risk,
OAR):

OAR = (ca≥oúciowa czÍstoúÊ wystÍpowania zmiany po zadzia≥aniu czynnika) ñ (czÍstoúÊ
wystÍpowania zmiany bez zadzia≥ania czynnika)

Odpowiedni wskaünik proporcjonalny (POAR, proportional overall attributable risk) jest
ilorazem: (ca≥oúciowa zapadalnoúÊ ñ zapadalnoúÊ bez zadzia≥ania czynnika)/( ca≥oúciowa
zapadalnoúÊ). Wyraøamy go jako:

POAR = 
)1(1

)1(

−+
−

RRćchorobowoś
RRćchorobowoś

ekspozycja

ekspozycja

Alternatywnπ miarπ zapadalnoúci moøe byÊ stosunek zachorowaÒ do niezachorowaÒ
(szansa zachorowania), rachunkowo rÛwny ilorazowi liczby przypadkÛw, ktÛre zachorowa-
≥y, do liczby tych, ktÛre nie zachorowa≥y w czasie trwania obserwacji, ale przy koÒcu
badania istnieje nadal ryzyko, øe zachorujπ. Proporcja szansy zachorowania wúrÛd osÛb
poddanych dzia≥aniu czynnika (a/b) oraz szansy zachorowania wúrÛd osÛb nie poddanych
dzia≥aniu czynnika (c/d), nazwana jest  w≥aúnie ilorazem szans (OR, odds ratio):

choroba brak choroby

wystawienie na dzia≥anie czynnika a b e
nie wystawienie na dzia≥anie czynnika c d f

g h n

bc

ad

dc

ba
OR ==

/

/

RÛwnowaønie, OR moøna traktowaÊ jako stosunek szans a/c (naraøona lub nie naraøo-
na na dzia≥anie czynnika) wúrÛd osÛb chorych do analogicznej szansy u osÛb zdrowych,
poniewaø:

bc

ad

db

ca
OR ==

/

/

Ze wzglÍdu na tπ w≥aúciwoúÊ Ñprzemiennoúciî miara ta jest tak uøyteczna w badaniach
kliniczno-kontrolnych (case-control).

Analogicznie, jak dla wspÛ≥czynnika ryzyka wzglÍdnego, przedzia≥ ufnoúci OR obli-
czamy jako:

)/1((%) χzORCI ±= oraz )/96.11(%95 χ±= ORCI dla przedzia≥u ufnoúci 95%.

Rozdzia≥ 13. Metody wykorzystywane w badaniach populacyjnych i diagnostycznych
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W przypadku rzadkich chorÛb, dla ktÛrych proporcja w populacji ogÛlnej jest niska,
rÛønice w czÍstoúci wystÍpowania choroby na poczπtku badania i przy jego koÒcu sπ
minimalne ñ wtedy trzy miary, takie jak:
ryzyko zapadalnoúci (incidence risk), czÍstoúÊ choroby (tempo zapadalnoúci, incidence rate)
i†szansa wystπpienia choroby (odds ratio, odds of disease) ñ sπ jednakowe.

W przypadku rzadko spotykanej choroby:

RR
bc

ad
OR == ,

natomiast w przypadku powszechnie spotykanej choroby:

bc

ad
OR = ORRR <<0

W przypadku chorÛb powszechnie wystÍpujπcych te trzy miary sπ rÛøne; chociaø
przewaøa tendencja, aby stosowaÊ wspÛ≥czynnik zapadalnoúci jako miarÍ czÍstoúci choroby
(incidence rate), wydaje siÍ, øe w≥aúciwsze by≥oby zastosowanie ryzyka zapadalnoúci (inci-
dence risk), zw≥aszcza jeøeli oceniamy protekcyjny efekt czynnika, tak jak np. w przypadku
badania skutecznoúci szczepionek, kiedy mamy do czynienia z rozk≥adem odpowiedzi na
zasadzie Ñwszystko albo nicî: albo pe≥na protekcja u niektÛrych osÛb, albo øadna u†pozo-
sta≥ych.

Ryzyko wzglÍdne (jako ryzyko zapadalnoúci) 
fc

ea
RR

/

/= .

Ryzyko wzglÍdne (jako czÍstoúÊ choroby) 
( )

( )czynnikaianiedziałanlataosoboc

czynnikadziałanialataosoboa
RR

−
−

=
/

/
.

Iloraz szans 
dc

ba
OR

/

/= .

Ta nierÛwnowaønoúÊ wynika w g≥Ûwnej mierze ze schematu doboru grupy kontrolnej.
NajczÍúciej stosowana jest procedura losowania kontroli spoúrÛd osÛb, ktÛre sπ zdrowe na
etapie zakoÒczenia badania. Jeøeli wylosowane w czasie trwania badania kontrole zachoru-
jπ zanim badanie siÍ zakoÒczy, sπ one przemieszczane do grupy badanej. W takim
wypadku wynikiem krzyøowego mnoøenia komÛrek tabeli czteropolowej bÍdzie zawsze
iloraz szans, ktÛry jest wiÍkszy niø ryzyko wzglÍdne.

WystÍpowanie zmiennych uwik≥anych (wspÛ≥towarzyszπcych)

Iloraz szans stosujemy przede wszystkim w badaniach kliniczno-kontrolnych (case-
control). W planowaniu badaÒ bardzo poøπdane jest upewnienie siÍ co do nieobecnoúci
dodatkowych, wspÛ≥towarzyszπcych zmiennych, zwanych zmiennymi wik≥ajπcymi (uwi-
k≥anymi, confounding variables). CzÍsto nie jest moøliwe wyeliminowanie niektÛrych zmien-
nych, nawet w sytuacjach jeøeli mamy pewnoúÊ, øe wp≥ywajπ jako dodatkowy czynnik na
wielkoúÊ badanej zaleønoúci. Takimi zmiennymi sπ na przyk≥ad wiek lub p≥eÊ. By≥oby
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bezzasadne wyeliminowanie ich wp≥ywu oraz úwiadome ignorowanie potencjalnego znacze-
nia struktury wiekowej czy rozk≥adu p≥ci w badanych zaleønoúciach. W sytuacjach, kiedy
wystÍpujπ takie dodatkowe Ñwik≥ajπceî zmienne, moøna zastosowaÊ procedurÍ stratyfikacji
(rozdzia≥u na grupy) oraz policzyÊ interesujπcπ nas zaleønoúÊ oddzielnie dla kaødej war-
stwy/grupy (stratum).

Wydzielajπc kilka grup za wzglÍdu na kategorie zmiennej Ñwik≥ajπcejî tworzymy
warstwy (klasy) w jednej wiÍkszej grupie i obliczamy interesujπce nas statystyki osobno dla
kaødej wydzielonej klasy. Na podstawie tych Ñczπstkowychî wartoúci testu chi2 obliczamy
dopiero wartoúÊ ogÛlnπ, wspÛlnπ dla wszystkich warstw, zwanπ stratyfikacyjnym ilorazem
szans lub stratyfikacyjnym ryzykiem wzglÍdnym (test Cochrana-Mantela-Haenszela):

ryzyko wzglÍdne Mantela-Haenszela (przy stratyfikacji grup): 
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iloraz szans Mantela-Haenszela (przy stratyfikacji grup): 
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WartoúÊ odpowiedniej statystyki chi2 dla tak liczonych wartoúci ryzyka wzglÍdnego
czy ilorazu szans Mantela-Haenszela liczymy jako test chi2 Cochrana-Mantela-Haenszela:
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lub alternatywnie jako: 
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Jeøeli wzrasta liczba poziomÛw stratyfikacyjnych (k), to wygodniej jest policzyÊ wyraz

sta≥y w liczniku: 
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Wtedy rÛwnanie ma postaÊ: 
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lub po uwzglÍdnieniu poprawki Yatesa: 
( )[ ]
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NiebezpieczeÒstwem procedury stratyfikacji jest utworzenie zbyt duøej liczby warstw,
z ktÛrych kaøda zawiera zbyt ma≥e liczebnoúci przypadkÛw.

Alternatywnie, w sytuacjach gdy wystÍpujπ Ñnieusuwalneî wik≥ajπce zmienne, moøna
zastosowaÊ modele skojarzone, tzn. takie gdzie dla kaødego przypadku dobiera siÍ odpo-
wiadajπce kontrole, ktÛre pod wzglÍdem wieku, p≥ci, statusu genetycznego, czy jakiegokol-
wiek czynnika Ñwik≥ajπcegoî, sπ rÛwnocenne z grupπ badanπ.

Takie skojarzenie (pod wzglÍdem zmiennych uwik≥anych) przypadkÛw i kontroli ma
swÛj wyraz w procedurze analizy, a konkretnie w sposobie tabelaryzowania danych
(obserwacji). WartoúÊ ilorazu szans jest wtedy szacowana jako proporcja niezgodnych par
przypadkÛw i kontroli (zobacz przyk≥ady w ÑCzÍúci II  ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî):

OR = iloraz niezgodnych par = 
enarażonenienarażon

enienarażonenarażon

kontroleprzypadkiparliczba

kontroleprzypadkiparliczba

−

−

:

:

Jeøeli wystÍpuje kilka kontroli zamiast jednej skojarzonej z okreúlonym przypadkiem,
majπ zastosowanie szczegÛlne procedury oparte na statystyce testu chi2 Mantela-Haenszela.

Gdy analizujemy kilka rÛønych czynnikÛw ryzyka i/lub kiedy wystÍpujπ dodatkowe
zmienne uwik≥ane (wspÛ≥towarzyszπce) nierÛwnocenne w badanym modelu, moøemy
zastosowaÊ metody warunkowej regresji logistycznej.

Podsumowanie metod opartych na statystyce testu chi2 wykorzystywanych w bada-
niach populacyjnych kliniczno-kontrolnych przedstawia Tabela 7.

Kliniczne badania skutecznoúci szczepionek (vaccine trials)

SzczegÛlnym rodzajem badaÒ klinicznych sπ badania dotyczπce skutecznoúci szczepio-
nek. Idea tych badaÒ jest trochÍ odmienna od niektÛrych badaÒ klinicznych nad skuteczno-
úciπ lekÛw: w badaniu uczestniczπ wy≥πcznie zdrowi ochotnicy, z ktÛrych czÍúÊ dostaje
szczepionkÍ, a czÍúÊ nie. SkutecznoúÊ dzia≥ania szczepionki okreúla siÍ jako:

SkutecznoúÊ szczepionki Rpionychniezaszczezachorowańczęstość
nychzaszczepiozachorowańczęstość 1

11 −=−=

gdzie RR oznacza ryzyko wzglÍdne.
Przedzia≥ ufnoúci obliczamy jako:

χ/96.11

1
1%95 ±−=

RR
CI

Zobacz teø przyk≥ady w ÑCzÍúci II  ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî.

Σ
Σ
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Tab. 7. Analiza statystyczna w badaniach kliniczno-kontrolnych.

schemat dobierania pojedynczy wiele czynnikÛw ryzyka/
grupy kontrolnej czynnik ryzyka uwzglÍdnianie zmiennych

Ñwik≥ajπcychî

a) jedna kontrola do jednego przypadku

przypadkowe tabela 2 x 2: czynnik ryzyka x regresja logistyczna
przypadek/kontrola lub analiza stratyfikacyjna
standardowy test  χ

2

OR = iloczyn krzyøowy, ad/bc

dopasowanie sparowane tabela 2 x 2 niezgodnoúci par warunkowa regresja logistyczna
kontroli i przypadkÛw
w  odniesieniu do czynnika ryzyka

test χ2 McNemara
OR dla przeciwstawnych par =

 = 
TAKkontroleNIEprzypadki

NIEkontroleTAKprzypadki

,

,

dopasowanie stratyfikacyjne analiza stratyfikacyjna, tabela 2 x 2 regresja logistyczna
dla kaødej warstwy lub analiza stratyfikacyjna

test χ2 Mantela-Haenszela,

( )
( ) 

 =
nbc

nad
ORMH

/

/

b) wiele kontroli do jednego przypadku

przypadkowe jak wyøej jak wyøej

dopasowane úciúle specjalne warianty testu warunkowa regresja logistyczna
przypadki do kontroli  χ2 Mantela-Haenszela

dopasowanie stratyfikacyjne jak wyøej jak wyøej

c) przedzia≥y ufnoúci

wszystkie schematy 95% = OR(1±1.96/χ) obliczyÊ na podstawie
wspÛ≥czynnikÛw regresji

Czu≥oúÊ, swoistoúÊ, wartoúci predykcyjne

Charakteryzujπc jakπú procedurÍ czy metodÍ analitycznπ staramy siÍ intuicyjnie wyka-
zaÊ jej przewagÍ nad innymi alternatywnymi metodami oraz oceniÊ trafnoúÊ diagnostycznπ
danej metody. Alternatywnie, wiedzπc, øe bardzo wiarygodne specjalistyczne nowoczesne
badania (ktÛre uznajemy jako badania wzorcowe, referencyjne) sπ niezwykle kosztowne,
staramy siÍ czÍsto opracowaÊ i z powodzeniem wykorzystywaÊ prostsze i taÒsze metody
diagnostyczne. Zaleøy nam przede wszystkim na okreúleniu:
ï jak czu≥a jest dana metoda, to znaczy jaka jest szansa, øe pos≥ugujπc siÍ tπ metodπ  uzy-

skamy taki wynik, jakiego siÍ spodziewamy,
ï jak selektywna czy swoista jest  metoda, to znaczy jaka jest szansa, øe uzyskamy wynik

nie-pozytywny zawsze wtedy, gdy nie spodziewamy siÍ go uzyskaÊ.
Zdefiniowanie tych dwÛch miar wskazuje na problem przek≥amywania rzeczywistoúci

przez wynik danej metody diagnostycznej/analitycznej. Staramy siÍ zawsze maksymalnie
zwiÍkszyÊ wybiÛrczoúÊ metody (swoistoúÊ, specificity) i maksymalnie podnieúÊ jej wraøli-

Σ
Σ
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woúÊ (czu≥oúÊ, sensitivity). Zawsze jednak musimy liczyÊ siÍ z ryzykiem uzyskiwania z†pewnπ
czÍstoúciπ wynikÛw fa≥szywie dodatnich (false positive) (w sytuacji gdy wynik bÍdzie pozy-
tywny nawet wtedy gdy takiego nie oczekujemy) oraz wynikÛw fa≥szywie ujemnych (false
negative)  (wtedy gdy metoda Ñprzeoczyî wystÍpowanie wyniku dodatniego).

rzeczywiste wystÍpowanie badanego czynnika

wystÍpuje nie wystÍpuje

wynik testu dodatni czu≥oúÊ fa≥szywie dodatnie
ujemny fa≥szywie ujemne swoistoúÊ

Test czu≥y to taki, ktÛry rzadko pomija w badaniu osoby naprawdÍ chore, a test swoisty
rzadko kwalifikuje osoby naprawdÍ zdrowe jako chore. Test czu≥y wybierzemy wtedy, gdy
konsekwencje niewykrycia choroby sπ bardzo powaøne, a takøe w przypadku badaÒ
skriningowych, gdy prawdopodobieÒstwo choroby jest ma≥e, czyli staramy siÍ wykryÊ
przypadki choroby u osÛb bez wyraünych objawÛw. Testem swoistym pos≥uøymy siÍ
w†celu potwierdzenia naszego wstÍpnego rozpoznania (diagnozy), szczegÛlnie w przypad-
kach, gdy mylne zakwalifikowanie osoby jako przypadku fa≥szywie dodatniego niesie
wymierne szkody natury finansowej, psychicznej, itp.

Miary charakteryzujπce trafnoúÊ diagnostycznπ metody obliczamy na podstawie licz-
noúci w komÛrkach tablicy czteropolowej:

úwiat realny (np. wynik badania wzorcowego)

obecny nieobecny
wynik testu obecny a b a+b

nieobecny c d c+d
a+c b+d

Do najczÍúciej stosowanych w praktyce miar zaliczamy:
ï czu≥oúÊ testu (test sensitivity),
ï swoistoúÊ testu (test specificity),
ï dok≥adnoúÊ rozpoznania (diagnostic precision),
ï rzeczywistπ czÍstoúÊ choroby (true frequency of disease),
ï przewidywanπ czÍstoúÊ choroby z predykcjπ dodatniπ lub ujemnπ (predicted frequency of

disease with positive/negative prediction),
ï prawdopodobieÒstwo wyniku dodatniego (likelihood of positive result),
ï prawdopodobieÒstwo wyniku ujemnego (likelihood of negative result),
ï wartoúÊ predykcji wynikÛw ujemnych (prediction of negative results) oraz,
ï wartoúÊ predykcji wynikÛw dodatnich (prediction of positive results).

Ich wartoúci moøemy wyraøaÊ albo jako proporcje albo w procentach:

czu≥oúÊ = 
ca

a

+
swoistoúÊ =  

db

d

+

dok≥adnoúÊ rozpoznania = 
dcba

da

+++
+

rzeczywista czÍstoúÊ choroby = 
dcba

ca

+++
+

przewidywana czÍstoúÊ choroby u osÛb z predykcjπ dodatniπ = 
ba

a

+
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przewidywana czÍstoúÊ choroby u osÛb z predykcjπ ujemnπ = 
dc

c

+

szansa wyniku fa≥szywie dodatniego = 
db

b

+

szansa wyniku fa≥szywie ujemnego = 
ca

c

+
.

Jeøeli uwzglÍdnimy liczbÍ przypadkÛw danej choroby wystÍpujπcych w danym momen-
cie w populacji, to moøemy obliczyÊ przewidywane wartoúci prawdopodobieÒstw pojawie-
nia siÍ wyniku ujemnego lub wyniku dodatniego w badaniu przeprowadzonym w†prÛbie z
takiej  populacji. PrawdopodobieÒstwo, øe wystÍpuje choroba w przypadku, gdy wynik testu
jest ujemny (przewidywana wartoúÊ ujemna, wartoúÊ predykcji wynikÛw ujemnych, PWU)
wyliczymy jako:

                     PWU =
[(1 ñ czu≥oúÊ) ×  chorobowoúÊ]

[(1 ñ czu≥oúÊ) ×  chorobowoúÊ] + [czu≥oúÊ ×  (1 ñ chorobowoúÊ)]

Z kolei, prawdopodobieÒstwo, øe wystÍpuje choroba w przypadku, gdy wynik testu jest
dodatni (przewidywana wartoúÊ dodatnia, wartoúÊ predykcji wynikÛw dodatnich, PWD)
wyliczymy jako:

                     PWD =
[czu≥oúÊ ×  chorobowoúÊ]

[czu≥oúÊ ×  chorobowoúÊ] + [(1 ñ czu≥oúÊ) ×  (1 ñ chorobowoúÊ)]

Niestety w praktyce diagnostycznej czÍsto okazuje siÍ, øe testy bardzo czu≥e charaktery-
zujπ siÍ niewystarczajπcπ swoistoúciπ, i odwrotnie, a znalezienie zadowalajπcego kom-
promisu jest trudne i wymaga duøego doúwiadczenia. Jednπ z metod, ktÛre mogπ siÍ
okazaÊ pomocne przy takich rozstrzygniÍciach jest graficzna metoda krzywych typu ROC
(receiver operating characteristic curve). Wiedza na temat analizy krzywych ROC ewoluuje od
kilkudziesiÍciu lat i omÛwienie zastosowania tej techniki do rÛønych konkretnych przypad-
kÛw w praktyce przekracza ramy niniejszego opracowania (zobacz teø ÑLiteratura uzupe≥nia-
jπcaî).

W celu bliøszego wstÍpnego zapoznania siÍ z tπ metodπ Czytelnik powinien takøe
przeanalizowaÊ przyk≥ady w ÑCzÍúci II  ñ Uzupe≥nienia, przyk≥ady i zadaniaî.

Podsumowanie

ï WspÛ≥czynnik ryzyka wzglÍdnego (RR) to najlepsza miara si≥y zwiπzku miÍdzy zadzia-
≥aniem czynnika (chorobotwÛrczego) a wystπpieniem zmiany (chorobowej). Czym wy-
øsza jego wartoúÊ, tym wiÍksze prawdopodobieÒstwo, øe zaleønoúÊ taka jest  przyczyno-
wo-skutkowa. Ryzyko przypisane (AR) daje z kolei najlepsze pojÍcie  o wzroúcie ryzyka
zapadalnoúci po wystawieniu na dzia≥anie czynnika.

ï WspÛ≥czynnik ryzyka wzglÍdnego (RR) wykorzystujemy najczÍúciej w badaniach pro-
spektywnych, kiedy mamy moøliwoúÊ manipulowania czynnikiem sprawczym zmian.

Rozdzia≥ 13. Metody wykorzystywane w badaniach populacyjnych i diagnostycznych
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ï WartoúÊ i sposÛb szacowania RR zaleøy od naszego modelu badawczego oraz od tego
czy badania dotyczπ rzadkiej choroby czy choroby powszechnie wystÍpujπcej w popula-
cji objÍtej badaniami.

ï Miarπ zaleønoúci w badaniach kliniczno-kontrolnych (z regu≥y retrospektywnych) jest iloraz
szans (OR), ktÛry wyraøa, ile razy szansa zachorowania wúrÛd osÛb poddanych dzia≥a-
niu czynnika jest wyøsza od szansy zachorowania wúrÛd osÛb nie poddanych dzia≥aniu
czynnika. Wysoka wartoúÊ OR jest wskazaniem, øe badany czynnik jest silnym czynni-
kiem ryzyka wystπpienia choroby.

ï OR moøe byÊ takøe uøytecznym wskaünikiem przy wyraøaniu, ile razy jakaú patologicz-
na cecha/zmiana wystÍpuje czÍúciej u osÛb chorych w porÛwnaniu z grupπ kontrolnπ.

ï Wskaüniki takie jak czu≥oúÊ, swoistoúÊ czy wartoúÊ predykcyjna wyniku stanowiπ pod-
stawowe narzÍdzie analizy i oceny jakoúci  danych diagnostycznych.

ï Metody stosowane w badaniach populacyjnych oparte sπ na statystyce testu chi2 i†dlate-
go podlegajπ wszystkim za≥oøeniom i ograniczeniom typowym dla tego testu.
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Biostatystyka ñ wykorzystanie metod statystycznych...

kombinacji rÛønych wartoúci úrednich i SD. Dwa najczÍúciej spotykane rodzaje tablic to
tablice dystrybuanty rozk≥adu (powierzchni pod krzywπ dla okreúlonej wartoúci zmiennej)
oraz tzw. wartoúci krytycznych rozk≥adu (punktÛw frakcji procentowych pola pod krzywπ).

Tablice dystrybuanty rozk≥adu normalnego sπ stosowane przy okreúlaniu proporcji
(frakcji populacji), dla ktÛrych zmienna przyjmuje wartoúci z okreúlonego zakresu. Na
przyk≥ad, chcemy okreúliÊ jaka czÍúÊ populacji studentÛw posiada wzrost wiÍkszy od
180†cm. Dla takich obserwacji wartoúÊ z standaryzowanego rozk≥adu normalnego wynosi:

z  =   180 ñ 171.5 = 1.31
6.5

Oznacza to, øe do rozwaøanej podgrupy bÍdπ naleøeli studenci charakteryzujπcy siÍ
wzrostem wiÍkszym od úredniego dla grupy o wartoúÊ przynajmniej 1.31 odchyleÒ standar-
dowych. Z tablic dystrybuanty odczytujemy, øe powierzchnia pod krzywπ rozk≥adu normal-
nego na prawo od 1.31 (tzn.  od 1.31 do + ) wynosi 0.0951 czyli 9.51% ca≥oúci (Ryc. 14).

Ryc. 14. Obliczanie proporcji populacji na podstawie dystrybuanty rozk≥adu normalnego.

Analogicznie, proporcja populacji studentÛw niøszych od 160 cm rÛwna siÍ wartoúci
dystrybuanty w punkcie:

z  =   160 ñ 171.5 = ñ1.77
6.5

ktÛra wynosi 0.0375 czyli 3.75% (Ryc. 14). Oznacza to, øe u 9.51% wszystkich studentÛw
moøemy oczekiwaÊ wzrostu wiÍkszego od 180 cm, a u 3.75% ca≥oúci ñ wzrostu mniejszego
od 160 cm.

W podobny sposÛb moøemy oceniÊ proporcje populacji studentÛw, ktÛrych wzrost
mieúci siÍ w zakresie od 165 cm do 175 cm (Ryc. 14). Odpowiednie wartoúci z i proporcje
pola pod krzywπ (dystrybuanty) wynoszπ:

z  =   165 ñ 171.5 = ñ1
6.5

Wed≥ug tablic dystrybuanty proporcja studentÛw ze wzrostem poniøej 165 cm wynosi
0.1587.
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Postawione poniøej hipotezy postanowiono zweryfikowaÊ przy poziomie istotnoúci
α = 0.05:
ñ H0: ASA nie wywiera wp≥ywu na reaktywnoúÊ p≥ytek, czyli µplacebo = µASA

ñ HA: ASA wp≥ywa na reaktywnoúÊ p≥ytek, czyli µplacebo ≠ µASA

ñ H0: nie wystÍpujπ rÛønice w reaktywnoúci p≥ytek krwi miÍdzy zdrowymi osobnikami
a†pacjentami z chorobπ niedokrwiennπ serca, czyli µzdrowi = µChNS

ñ HA: wystÍpujπ rÛønice w reaktywnoúci p≥ytek krwi miÍdzy zdrowymi osobnikami a pa-
cjentami z chorobπ niedokrwiennπ serca, czyli µzdrowi ≠ µChNS

ñ H0: nie ma interakcji miÍdzy podawaniem ASA a obecnoúciπ ChNS
ñ HA: wystÍpuje interakcja miÍdzy podawaniem ASA a obecnoúciπ ChNS

Obliczenia:

czynnik 2 wp≥yw ASA

 czynnik 1 ChNS zdrowi sumy i úrednie†

bez ASA 21.3 453.7 28.8 829.4
40.2 1616.0 29.3 858.5
26.2 686.4 32.0 1024.0
39.1 1528.8 25.0 625.0
35.8 1281.6 23.8 566.4

sumabez ASA 6.162
1

11∑
=

=
n

l
lX 9.138

1
12∑

=

=
n

l
lX

1 1
∑∑

= =

b

j

n

l

X

úrednia
bez ASA 52.3211 =X 78.2712 =X † 15.301 =X

SSbez ASA 62.5566
1

2
11∑

=

=
n

l
lX 37.3903

1

2
12∑

=

=
n

l
lX

†z ASA 14.0 196.0 11.0 121.0
12.8 163.8 10.0 100.0
18.4 338.6 14.3 204.5
12.7 161.3 14.5 210.3
16.5 272.3 10.8 116.6

sumaz ASA 4.74
1

21∑
=

=
n

l
lX 6.60

1
22∑

=

=
n

l
lX 0.135

1 1
2∑∑

= =

=
b

j

n

l
jlX

úrednia
z ASA 88.1421 =X 12.1222 =X 50.132 =X

SSz ASA 94.1131
1

2
21∑

=

=
n

l
lX 38.752

1

2
22∑

=

=
n

l
lX

wp≥yw grupy: sumy i úrednie

sumaca≥k. ∑∑
= =

=
a

i

n

l
liX

1 1
1 0.237 ∑∑

= =
=

a

i

n

l
liX

1 1
2 50.199 ∑∑∑

= = =

=
a

i

b

j

n

l
ijlX

1 1 1

5.436

úrednia
ca≥k. 70.231 =X 95.192 =X 825.21=X

∑∑∑
= = =

=
a

i

b

j

n

l
ijlX

1 1 1

5.436

∑∑∑
= = =

=
2

1

2

1

5

1

2 31.11354
i j l

ijl
X

Rozdzia≥ 17. Analiza wariancji, testy porÛwnaÒ wielokrotnych ...

1 jl 
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5625.1063.28815
)4)(2(

)337()342( 22

=−+= ; d.f. czynnika B = b ñ 1 = 1

SS interakcji A x B = SS grup ñ SS czynnik A ñ SS czynnik B = 471.1875 ñ 451.5625 ñ 1.5625 = 18.0625

d.f. interakcji A x B = (d.f. czynnika A) x (d.f. czynnika B) = (1)(1) = 1

zmiennoúÊ SS d.f. MS

ca≥kowita 1247.9375 15
efekt g≥Ûwny 3

rodzaj leku 451.5625 1 451.5625
rodzaj zawa≥u 1.5625 1 1.5625

interakcje
 lek x zawa≥ 18.0625 1 18.0625
wewnπtrzgrupowa 776.7500 12 64. 7292
 (b≥Ídu)

Dla H0: nie wystÍpujπ rÛønice miÍdzy skutecznoúciπ hipolipemizujπcego dzia≥ania statyn
a†skutecznoúciπ hipolipemizujπcego dzia≥ania fibratÛw u leczonych pacjentÛw.

024.0
7292.64

5625.1 ===
błędu

lek

MS

MS
F

F0.05(1),1.12 = 4.75, dlatego odrzucamy H0; moøemy to zrobiÊ nawet z wyøszym prawdopodo-
bieÒstwem: p < 0.025.

Wniosek

Statyny i fibraty istotnie rÛøniπ sie skutecznoúciπ obniøania stÍøenia cholesterolu
u†pacjentÛw z chorobπ niedokrwiennπ, ktÛrzy przeszli zawa≥ miÍúnia sercowego.

Dla H
0
: nie wystÍpujπ rÛønice w skutecznoúci hipolipemizujπcego dzia≥ania statyn

i†fibratÛw miÍdzy pacjentami, ktÛrzy przeszli zawa≥ niepe≥noúcienny a pacjentami po
zawale pe≥noúciennym.

024.0
7292.64

5625.1
===

błędu

zawał

MS

MS
F

F
0.05(1),1.12

 = 4.75, dlatego nie odrzucamy H
0
.

Wniosek

Rodzaj zawa≥u nie wp≥ywa na skutecznoúÊ dzia≥ania lekÛw.

Rozdzia≥ 17. Analiza wariancji, testy porÛwnaÒ wielokrotnych ...

6.976
451.5625
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+ +2,!, +4+!, +26!, +2,!, E++!, 6!, +24!4 +22!, +!4
/ +/5!, +,5!, 01!, 66!, /,!, E1!, ++5!, 63!4 3/!4
3 +22!, +32!, ++5!, +,2!, +,!, +/!, +31!, ++,!, /1!,
2 51!, 51!, ++6!, +,0!, ,!, ++!, 51!, ++/!4 E23!4
4 51!, 5+!, 6/!, 64!, 6!, E3!, 54!, 63!4 E+6!4
5 6+!, 65!, +/,!, ++2!, E4!, 5!, 63!4 ++0!, E33!4
0 +,4!, 63!, ++,!, ++6!, //!, E6!, 12!, ++2!, E/,!,
6 +,3!, 15!, 64!, 01!, 0!, 5!, 11!4 6/!, +0!4
1 ++2!, +23!, ++,!, ++6!, E/1!, E6!, +/6!4 ++2!, +2!4
+, 00!, 0,!, +,,!, ++4!, 0!, E+4!, 03!4 +,0!4 E32!,
++ 6,!, 6+!, +46!, +6/!, E+!, E/2!, 6,!4 +0,!, E61!4
+/ 6,!, 0/!, +2/!, +6+!, 6!, E31!, 05!, +5+!4 E64!4
+3 21!, 56!, +03!, +6/!, E+1!, E1!, 46!4 +00!4 E++1!,
+2 44!, 00!, +5+!, +54!, E//!, E2!, 55!, +53!, E10!,
+4 6,!, 6,!, 02!, 54!, ,!, 1!, 6,!, 51!4 +,!4
+5 0/!, 56!, 42!, ++/!, 2!, E46!, 0,!, 63!, E+3!,
+0 65!, 00!, 00!, 5!, 1!, E1!, 6+!4 6+!4 ,!,
+6 03!, 55!, +3+!, +2+!, 0!, E+,!, 51!4 +35!, E55!4
+1 +25!, +,5!, 61!, 15!, 2,!, E0!, +/5!, 1/!4 33!4
/, 04!, 6/!, ++5!, +3/!, E0!, E+5!, 06!4 +/2!, E24!4
/+ 4+!, 21!, +3/!, +46!, /!, E/5!, 4,!, +24!, E14!,
// 15!, 0/!, +,,!, +,1!, /2!, E1!, 62!, +,2!4 E/,!4
/3 1/!, 41!, +/0!, +24!, 33!, E+6!, 04!4 +35!, E5,!4
/2 5/!, 4+!, +03!, +6/!, ++!, E1!, 45!4 +00!4 E+/+!,
/4 42!, 26!, +5+!, +54!, 5!, E2!, 4+!, +53!, E++/!,
/5 6/!, +/,!, 02!, 54!, E36!, 1!, +,+!, 51!4 3+!4
/0 03!, 52!, ++,!, 42!, 1!, 45!, 56!4 6/!, E+3!4
/6 04!, 62!, 00!, 65!, E1!, E1!, 01!4 6+!4 E/!,
/1 14!, +/4!, +3+!, +2+!, E3,!, E+,!, ++,!, +35!, E/5!,
3, 00 5/ 6/ 64 +4 E3 51!4 63!4 E+2!,
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+ +2,!, +4+!, +26!, +2,!, E++!, 6!, +/+!, 52!,
/ +/5!, +,5!, 01!, 66!, /,!, E1!, 2,,!, 6+!,
3 +22!, +32!, ++5!, +,2!, +,!, +/!, +,,!, +22!,
2 51!, 51!, ++6!, +,0!, ,!, ++!, ,!, +/+!,
4 51!, 5+!, 6/!, 64!, 6!, E3!, 52!, 1!,
5 6+!, 65!, +/,!, ++2!, E4!, 5!, /4!, 35!,
0 +,4!, 63!, ++,!, ++6!, //!, E6!, 262!, 52!,
6 +,3!, 15!, 64!, 01!, 0!, 5!, 21!, 35!,
1 ++2!, +23!, ++,!, ++6!, E/1!, E6!, 62+!, 52!,
+, 00!, 0,!, +,,!, ++4!, 0!, E+4!, 21!, //4!,
++ 6,!, 6+!, +46!, +6/!, E+!, E/2!, +!, 405!,
+/ 6,!, 0/!, +2/!, +6+!, 6!, E31!, 52!, +4/+!,
+3 21!, 56!, +03!, +6/!, E+1!, E1!, 35+!, 6+!,
+2 44!, 00!, +5+!, +54!, E//!, E2!, 262!, +5!,
+4 6,!, 6,!, 02!, 54!, ,!, 1!, ,!, 6+!,
+5 0/!, 56!, 42!, ++/!, 2!, E46!, +5!, 3352!,
+0 65!, 00!, 00!, 65!, 1!, E1!, 6+!, 6+!,
+6 03!, 55!, +3+!, +2+!, 0!, E+,!, 21!, +,,!,
+1 +25!, +,5!, 61!, 15!, 2,!, E0!, +5,,!, 21!,
/, 04!, 6/!, ++5!, +3/!, E0!, E+5!, 21!, /45!,
/+ 4+!, 21!, +3/!, +46!, /!, E/5!, 2!, 505!,
// 15!, 0/!, +,,!, +,1!, /2!, E1!, 405!, 6+!,
/3 1/!, 41!, +/0!, +24!, 33!, E+6!, +,61!, 3/2!,
/2 5/!, 4+!, +03!, +6/!, ++!, E1!, +/+!, 6+!,
/4 42!, 26!, +5+!, +54!, 5!, E2!, 35!, +5!,
/5 6/!, +/,!, 02!, 54!, E36!, 1!, +222!, 6+!,
/0 03!, 52!, ++,!, 42!, 1!, 45!, 6+!, 3+35!,
/6 04!, 62!, 00!, 65!, E1!, E1!, 6+!, 6+!,
/1 14!, +/4!, +3+!, +2+!, E3,!, E+,!, 1,,!, +,,!,
3, 00!, 5/!, 6/!, 64!, +4!, E3!, //4!, 1!,
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+0 / 3 ,!26 5/ 31 2, +!5,
+6 3 2 ,!5, 53 2+ 2/ +!5/
+1 3 2 ,!5, 52 23 22 +!52
/, 3 2 ,!5, 54 20 26 +!56
/+ 2 4 ,!0, 55 21 4, +!0,
// 2 4 ,!0, 50 4+ 4/ +!0/
/3 2 4 ,!0, 56 40 46 +!05
/2 2 4 ,!0, 51 40 46 +!05
/4 2 4 ,!0, 0, 50 56 +!63
/5 2 4 ,!0, 0+ 56 51 +!62
/0 2 4 ,!0, 0/ 03 02 +!60
/6 4 5 ,!06 03 03 02 +!60
/1 4 5 ,!06 02 02 04 +!66
3, 5 0 ,!64 04 6, 6+ +!1+
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3+ 5 0 ,!64 05 +/2 +/4 /!+,
3/ 0 6 ,!1, 00 +/1 +3, /!++
33 6 1 ,!14 06 +46 +41 /!/,
32 6 1 ,!14 01 +03 +02 /!/2
34 1 +, +!,, 6, +61 +1, /!/6
35 1 +, +!,, 6+ /,+ /,/ /!3+
30 +, ++ +!,2 6/ //, //+ /!32
36 +, ++ +!,2 63 /06 /01 /!24
31 +, ++ +!,2 62 /6, /6+ /!24
2, ++ +/ +!,6 64 241 25, /!55
2+ ++ +/ +!,6 65 42+ 42/ /!03
2/ +/ +3 +!++ 60 050 056 /!61
23 +/ +3 +!++ 66 63, 63+ /!1/
22 +/ +3 +!++ 61 136 131 /!10
24 +3 +2 +!+4
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Przyk≥ad 61

P≥ytki krwi pobranej na wersenian od zdrowych ochotnikÛw oraz pacjentÛw z cukrzycπ
typu 2 inkubowano w ciπgu pÛ≥ godziny w temperaturze pokojowej. Oceniano stopieÒ
aktywacji p≥ytek krwi na podstawie ekspresji selektyny P uwalnianej z ziarnistoúci α p≥ytek.
Czy p≥ytki osÛb z cukrzycπ uwalniajπ wiÍcej selektyny P (aktywujπ siÍ bardziej) niø p≥ytki
zdrowych ochotnikÛw?

ekspresja selektyny P (%) log (ekspresja selektyny P)
zdrowi cukrzyca zdrowi cukrzyca

16.2 25.7 1.21 1.41
7.7 12.0 0.88 1.08
9.2 14.4 0.96 1.16
11.7 17.0 1.07 1.23
5.7 30.9 0.75 1.49
5.9 6.1 0.77 0.78
24.8 8.9 1.39 0.95
6.9 8.1 0.84 0.91
2.7 28.1 0.44 1.45
4.2 5.8 0.62 0.76
5.2 34.6 0.72 1.54
8.0 20.4 0.90 1.31

úrednia 9.0 17.6 0.88 1.17
SD 6.1 10.1 0.26 0.28
n 12 12 12 12

Rycina 20 pokazuje, øe rozk≥ady obserwacji zebranych w obu grupach sπ wyraünie
prawoskoúne (liczne obserwacje o wysokich i bardzo wysokich wartoúciach peryferycz-
nych), zaú na podstawie powyøszej tabeli widaÊ, øe odchylenie dla grupy osÛb z cukrzycπ
jest prawie dwukrotnie wyøsze niø w grupie osÛb zdrowych. W celu Ñnormalizacjiî
rozk≥adÛw uøyjemy transformacji logarytmicznej (prawe kolumny tabeli i Ryc. 20). Z tabeli
widzimy, øe wartoúci odchyleÒ logarytmowanych danych sπ niemal rÛwne, a rozk≥ady
danych (Ryc. 20) uleg≥y symetryzacji. Poniewaø dane logarytmowane lepiej spe≥niajπ
warunki stosowania testÛw parametrycznych, dlatego do porÛwnania dwÛch úrednich
uøyjemy parametrÛw obliczonych dla zbiorÛw danych transformowanych.
Nasze hipotezy maja postaÊ:
H0: µcuk ≤ µzdr

HA: µcuk > µzdr

27.0]22/)28.01126.011[( 22 =×+×=s

44.6
)12/112/1(27.0

88.017.1 =
+

−=t dla d.f. = 12+12 ñ 2 = 22 stopni swobody

IstotnoúÊ rÛønic sprawdzimy dla prawdopodobieÒstwa 99.9% czyli nasz poziom istot-
noúci bÍdzie wynosiÊ 0.001. WartoúÊ krytyczna odczytana z tablic testu jednostronnego
(pytanie brzmia≥o: Ñczy ekspresja jest wyøsza w cukrzycy niø w kontroli?í) dla 22 stopni
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czyli po odlogarytmowaniu:

od antilog(0.992) = 100.992 = 9.8% do antilog(1.348) = 101.348 = 22.3%

åredniπ geometrycznπ, odchylenia standardowe úredniej geometrycznej oraz przedzia≥y
ufnoúci zestawiono w tabeli:

úrednia odchylenie úredniej granice 95%
geometryczna geometrycznej przedzia≥u ufnoúci

osoby zdrowe 7.6 1.8 5.2 11.1
osoby z cukrzycπ 14.8 1.9 9.8  22.3

ZwrÛÊmy uwagÍ na nastÍpujπcπ prawid≥owoúÊ: przedzia≥ ufnoúci nie jest symetryczny
wzglÍdem úredniej geometrycznej, ale iloraz gÛrnej granicy przedzia≥u do úredniej 11.1/7.6 =
1.46 jest taki sam jak iloraz úredniej do dolnej granicy przedzia≥u 7.6/5.2 = 1.46. Jest tak
dlatego, øe odchylenie standardowe na skali logarytmicznej jest multiplikatywnπ a nie
addytywnπ miarπ rozrzutu wokÛ≥ úredniej.
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dopasowanie modelu. Ta zmienna przyczynia siÍ takøe w najwiÍkszym stopniu do wiary-
godnej predykcji (przewidywania) badanej zmiennej zaleønej (TC), gdyø posiada najwyøszπ
wartoúÊ wspÛ≥czynnika kierunkowego b.

Jeøeli w≥πczymy do modelu obie zmienne niezaleøne razem to uzyskamy nastÍpujπce
wyniki:

Podsumowanie regresji zmiennej zaleønej: TC vs. LDL i HDL

r = 0.956 r2 = 0.914
F2,206 = 1098.0 p´ 0.00001 b≥πd std. estymacji: 13.872

wartoúÊ b≥πd std. t(207) istotnoúÊ (p)

a 42.257 5.178 8.162 0.000
b1 (LDL) 1.02095 0.0219 46.713 0.000
b2 (HDL) 0.66813 0.0746 8.956 0.000

Analiza wariancji: TC vs. LDL i HDL

zmiennoúÊ SS d.f. MS F istotnoúÊ

regresja 422570.2 2 211285.1 1098.006 0.000
resztowa 39639.8 206 192.4
ca≥kowita 462210.0

W modelu tym zmiennoúÊ wyjaúniona (przyporzπdkowana regresji) odpowiada za
ponad 91% (422570.2/462210) zmiennoúci ca≥kowitej. Proporcja ta jest liczbowo rÛwna
wartoúci wspÛ≥czynnika determinacji r2, gdzie 95616.09142385.0 ==r  nazywany jest
wspÛ≥czynnikiem korelacji wielokrotnej. WartoúÊ wspÛ≥czynnika korelacji wielokrotnej jest
zawsze dodatnia, gdyø nie moøna przypisaÊ okreúlonego kierunku (prostej lub odwrotnej
proporcjonalnoúci) wspÛlnej (wzajemnej) korelacji (zaleønoúci) wiÍcej niø dwÛch zmien-
nych.

Na ca≥kowitπ zmiennoúÊ regresji dwÛch zmiennych niezaleønych (LDL i HDL) oraz
zmiennej zaleønej TC sk≥ada siÍ zmiennoúÊ dotyczπca LDL, jak rÛwnieø pewna dodatkowa
porcja zmiennoúci wyjaúnianej przez zmiennoúÊ parametru LDL skorygowanego na obec-
noúÊ parametru HDL. IstotnoúÊ tej dodatkowej porcji zmiennoúci w przypadku LDL (F1,206 =
80.22, p´ 0.0001) mÛwi nam o tym, øe model pozostaje dopasowany takøe w obecnoúci obu
zmiennych, chociaø dopasowanie to nie polepsza siÍ w stosunku do tego, jakie obserwuje-
my w obecnoúci jedynie zmiennej LDL. Analogicznie, jeøeli podobnie przeanalizujemy
wp≥yw takiej dodatkowej porcji zmiennoúci wyjaúnianej przez zmiennoúÊ HDL skorygowa-
nπ na obecnoúÊ LDL, to widzimy, øe obecnoúÊ dwÛch zmiennych polepsza dopasowanie
modelu, czyli moøemy powiedzieÊ, øe w≥πczenie zmiennej LDL i zmiennej HDL wp≥ywa na
lepsze dopasowanie modelu w stosunku do sytuacji, gdy obecna jest w modelu jedynie
zmienna HDL.

Rozdzia≥ 20. Metody badania zaleønoúci statystycznych miÍdzy zmiennymi
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Dla inhibitora 2

wspÛ≥czynniki b≥πd stand. t Studenta istotnoúÊ dolne 95% gÛrne 95%

przeciÍcie (a) ñ14.730 1.740 ñ8.45 0.0002 ñ18.99 ñ10.46
nachylenie (b) 1.506 0.099 15.22 0.0000 1.26 1.75

Dla inhibitora 3

wspÛ≥czynniki b≥πd stand. t Studenta istotnoúÊ dolne 95% gÛrne 95%

przeciÍcie (a) ñ7.47 2.56 ñ2.91 0.0225 ñ13.52 ñ1.41
nachylenie (b) 1.66 0.08 21.16 0.0000 1.47 1.85

-20

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

0 10 20 30 40 50 60

stężenie

h
a

m
o

w
a

n
ie

 w
zr

o
st

u
 k

o
m

ó
re

k 
[%

] inhibitor 1

inhibitor 3

inhibitor 2

Testujemy parÍ hipotez:
H0: b1 = b2 =... = bk

H
A
: H

0 
jest fa≥szywa

oraz

H0: a1 = a2 =... = ak

HA: H0 jest fa≥szywa

Wykonujemy obliczenia wstÍpne:

zmiennoúÊ ∑ 2x ∑ xy ∑ 2y n a b SS
reszt

df
reszt

† A B C † † † † †
regresja inhibitor 1 385 969 2541 10 ñ4.4 3.146 102.1402597 8
regresja inhibitor 2 2480 1732 1337 8 ñ14.73 1.506 127.3935484 6
regresja inhibitor 3 9600 13920 20327 9 ñ7.47 1.66 143.0000000 7
po≥πczona 27 372.5338000 21
wspÛlna 12465 16621 24205 27 ñ0.656 2.104 2042.333253 23
ca≥kowita* 13864 18279 27286 27 ñ1.779 1.399 3186.04 25

* parametry liczone dla wszystkich danych z trzech grup razem

Rozdzia≥ 20. Metody badania zaleønoúci statystycznych miÍdzy zmiennymi

Σ ΣΣ
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Biostatystyka ñ wykorzystanie metod statystycznych...

Zastosujmy najpierw ogÛlny ca≥oúciowy test weryfikujπcy, czy istnieje koincydencja
miÍdzy k rÛwnaniami regresji, tzn. sprawdzimy, czy wszystkie wspÛ≥czynniki bi sπ sobie
rÛwne oraz czy wszystkie wspÛ≥czynniki ai sπ sobie rÛwne:

p

p

pt

df

SS

k

SSSS

F






−

−

=
)1(2

(w rÛwnaniu tym indeksy dolne Ñtî dotyczπ zmiennoúci ca≥kowitej (total), zaú indeksy Ñpî ñ
zmiennoúci po≥πczonej (pooled)).

SSt ñ SSp = 19856.83 ñ 372.5338 = 2813.50 2(k ñ 1) = 2(3 ñ 1) = 4

SSp/dfp = 372.5338/21 = 17.73971

59.274
73971.17

4
29.19484

=







=F ; z 2(k ñ 1) oraz df
p
 stopniami swobody licznika i mianownika.

Poniewaø F0.0001(1),4.21 = 7.83 < Fdoúw = 274.6, moøemy odrzuciÊ hipotezÍ zerowπ i wniosko-
waÊ, øe nie istnieje koincydencja miÍdzy trzema rÛwnaniami regresji, tzn. wspÛ≥czynniki

321 ,, bbb  nie sπ sobie rÛwne oraz/lub wspÛ≥czynniki 321 ,, aaa  nie sπ sobie rÛwne.
Wykonujemy testy szczegÛ≥owe i testujemy pierwszπ parÍ hipotez dotyczπcπ istotnoúci

rÛønic miÍdzy wspÛ≥czynnikami kierunkowymi (bi). WartoúÊ statystyki F dla porÛwnania
wspÛ≥czynnikÛw kierunkowych b wynosi:

p

p

pc

df

SS

k

SSSS

F






−
−

=
1

(indeksy dolne Ñcî dotyczπ zmiennoúci wspÛlnej (common), indeksy Ñpî ñ zmiennoúci
po≥πczonej (pooled)).

SSc ñ SSp = 1669.8 k ñ 1 = 3 ñ 1 = 2 SSp/dfp = 17.74

064.47
74.17

2
8.1669

=







=F z  k ñ 1  oraz  dfp stopniami swobody licznika i mianownika.

Poniewaø F0.0001(1),2.21 = 11.2 < Fdoúw = 47.064, moøemy odrzuciÊ hipotezÍ zerowπ i†wnio-
skowaÊ, øe istnieje istotna rÛønica miÍdzy trzema wspÛ≥czynnikami kierunkowymi trzech
rÛwnaÒ regresji, tzn. øe wspÛ≥czynniki b1, b2, b3 nie sπ sobie rÛwne.

3186.04

2813.506

39.65

39.65



297

WartoúÊ statystyki F dla porÛwnania wspÛ≥czynnikÛw ai wynosi:

c

c

ct

df
SS
k

SSSS

F







−
−

= 1

SSt ñ SSc = 17814.5

k ñ 1 = 3 ñ 1 = 2 SS
c
/df

c
 = 88.8

31.100
8.88

2
5.17814

=







=F

z  k ñ 1 = 2  i  dfc = 23  stopniami swobody licznika i mianownika.

Poniewaø F0.0001(1),2.23 = 10.8 < Fdoúw = 47.06, nie mamy podstaw, aby odrzuciÊ hipotezÍ
zerowπ i†wnioskowaÊ, øe istnieje istotna rÛønica miÍdzy trzema wspÛ≥czynnikami a, czyli øe
wspÛ≥czynniki a1, a2, a3 nie sπ sobie rÛwne.

Czytelnik moøe przeúledziÊ obliczenia do tego przyk≥adu w arkuszu pliku Excela
Ñrozwiazanie zadania 71.xlsî.

Rozdzia≥ 20. Metody badania zaleønoúci statystycznych miÍdzy zmiennymi

3186.04 ñ 2042.33 = 1143.71

  1143.71

  6.44

   6.44 ,
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Iloraz szans i przedzia≥ ufnoúci (CI): HPA-1b vs. zawa≥ w grupie: dyslipidemia (0).

† HPA-1b
dyslipidemia 0 1

†0 53 20
1 52 27

chi2 istotnoúÊ p OR ñ95% CI +95% CI
0.852 n.s. 1.376 0.699 2.710

Iloraz szans i przedzia≥ ufnoúci (CI): HPA-1b vs. zawa≥ w grupie: dyslipidemia (1).

†† HPA-1b
dyslipidemia 0 1

†0 22 13
1 37 17

chi2 istotnoúÊ p OR ñ95% CI +95% CI
0.340 n.s. 0.778 1.812 0.334

Analiza wartoúci (liczebnoúci) brzegowych wskazuje, øe:
ñ wúrÛd osÛb palπcych zawa≥y obserwuje siÍ istotnie czÍúciej (62% vs. 43%); iloraz szans

wynosi 2.16 (CI95% 1.26-3.70 p<0.01), co oznacza øe u Ñpalaczyî ryzyko wystπpienia za-
wa≥u jest ponad 2-krotnie wyøsze niø u osÛb niepalπcych;

ñ wystÍpowanie polimorfizmu HPA-1b glikoproteiny IIIa nie jest zwiπzane z istotnie wy-
øszym ryzykiem zawa≥u (54% w grupie HPA-1a vs. 57% w grupie HPA-1b); OR = 1.124
(CI95% 0.67-1.88, n.s.), co oznacza, øe wystÍpowanie tego polimorfizmu nie moøe byÊ
jednoznacznie postrzegane jako czynnik ryzyka zawa≥u. Dane wskazujπ, øe o istotnoúci
polimorfizmu HPA-1 jako czynnika zawa≥u nie decydujπ takøe inne czynniki, takie jak
palenie tytoniu czy dyslipidemia (OR = 1.39 u niepalπcych i OR = 1.02 u palπcych, oraz
OR = 1.38 u pacjentÛw bez oznak dyslipidemii i OR = 0.78 u pacjentÛw z wystÍpujπcπ
dyslipidemiπ).

ñ dyslipidemia wystÍpuje istotnie czÍúciej w grupie pacjentÛw z ChNS, ktÛrzy sπ nosiciela-
mi polimorfizmu HPA-2b (39% vs. 33%, OR = 1.97 (CI95% 1.08-3.57, p<0.05)

ñ polimorfizm HPA-1b wystÍpuje istotnie czÍúciej u nosicieli polimorfizmu HPA-2b niø HPA-
2a (52% vs. 24%, OR = 3.47, p < 0.05), ale tylko wtedy, gdy osoby te sπ jednoczeúnie nosi-
cielami polimorfizmu 807CC; zaleønoúÊ taka nie wystÍpuje natomiast u nosicieli 807T(+).

Rozdzia≥ 23. Zastosowania wybranych analiz wielowymiarowych
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AM�, NN�L 5M�H R
M+�6 AI�A RNH�I W
NN�+ N5�5 R,�N W
,6�N ,,�I ,�, R
+5�, +H�A N�L R
HL�L MH�6 H�A R
,6�H I,�A +A�H R
+5�I NI�5 R,�M W
A5�5 55�+ RL�H W
+N�+ MN�, 5L�L R
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+H�, 5N�+ RN5�L W
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M���5+�����	��V��������������-W.��-2^=.
I���5+�����	��V��������������-W.��-2^=.
L���5+�����	��V��������������-W.��-2^=.
56���5+�����	��V��������������-W.��-2^=.
55���5+�����	��V��������������-W.��-2^=.
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5A���5+�����	��V��������������-W.��-2^=.
5,���5+�����	��V��������������-W.��-2^=.
5N���5+�����	��V��������������-W.��-2^=.
5+���5+�����	��V��������������-W.
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Biostatystyka ñ wykorzystanie metod statystycznych...

strony, 6-7 osÛb na kaøde 100 przebadanych zdrowych osÛb zostanie mylnie sklasyfikowa-
nych jako pacjenci z†cukrzycπ. W zwiπzku z tym, dok≥adnoúÊ rozpoznania przy pos≥ugiwa-
niu siÍ tπ metodπ jest bardzo wysoka: 93.4%. Dalej, prawdopodobieÒstwo potwierdzenia
wystÍpowania choroby u osÛb z dodatnim wynikiem testu (metody) (to znaczy szansa, øe
osoba zaklasyfikowana jako chora naprawdÍ choruje na cukrzycÍ) wynosi nieca≥e 80%, zaú
prawdopodobieÒstwo wykluczenia choroby na podstawie badania stÍøenia glukozy jest
bardzo wysokie (prawie 97%). ZwrÛÊmy uwagÍ, øe obie te wartoúci predykcyjne wynikajπ
z†charakterystyki samego testu: odpowiadajπ na pytanie jaka jest szansa, øe osoba poddana
badaniu przy uøyciu danej metody cierpi w rzeczywistoúci na cukrzycÍ, biorπc pod uwagÍ
trafnoúÊ metody badania stÍøenia glukozy za pomocπ testowanego glukometru. Szansa, øe
uzyskamy wynik powyøej 128 mg/dl wúrÛd osÛb nie chorujπcych na cukrzycÍ wynosi
6.5%, natomiast szansa, øe wynik bÍdzie mniejszy niø 128 mg/dl wúrÛd pacjentÛw z†cu-
krzycπ jest prawie dwukrotnie wyøsza i wynosi 11.5%. PorÛwnajmy te wartoúci z obliczonπ
czu≥oúciπ i†swoistoúciπ metody. Na podstawie takiego zestawienia moglibyúmy powiedzieÊ,
øe czu≥oúÊ metody to inaczej szansa wyniku Ñnie-ujemnegoî (czyli dodatniego) wúrÛd osÛb
chorych na cukrzycÍ, a swoistoúÊ to szansa wyniku Ñnie-dodatniegoî (czyli ujemnego)
wúrÛd osÛb bez cukrzycy.  Gdyby czÍstoúÊ wystÍpowania cukrzycy w badanej grupie by≥a
bardzo niska, np. 0.01% (to znaczy gdybyúmy úwiadomie dobrali grupÍ, w ktÛrej nie by≥oby
prawie osÛb chorych na cukrzycÍ), to takøe wartoúÊ predykcyjna dodatnia by≥aby o wiele
niøsza (oko≥o 12.1%). Gdybyúmy natomiast przeprowadzili to badanie w grupie sk≥adajπcej
siÍ niemal wy≥πcznie z pacjentÛw z cukrzycπ (np. 98% badanej grupy stanowiliby chorzy),
to przewidywana czÍstoúÊ wykrycia choroby u osoby z wynikiem poniøej 128 mg/dl
wynosi≥aby 99.8% (czyli prawdopodobieÒstwo wykluczenia choroby u tych osÛb wynosi≥o-
by oko≥o 0.2%), zatem niemal wszystkie (98%) wyniki ujemne (poniøej 128 mg/dl) by≥yby
fa≥szywie ujemne.

Przyk≥ad 132

SpoúrÛd danych analizowanych w poprzednim przyk≥adzie wybierzmy jedynie te przy-
padki, ktÛre mieszczπ siÍ w zakresie 60-250 mg/dl glukozy we krwi pe≥nej. Uzyskujemy
tabelÍ liczebnoúci:

wystÍpowanie cukrzycy
jest brak razem

wynik testu (+) 41 20 61
(czyli stÍøenie glukozy we krwi > 128 mg/dl)

wynik testu (-) 8 297 305
(czyli stÍøenie glukozy we krwi < 128 mg/dl)

razem 49 317 366

Obliczone wskaüniki trafnoúci diagnostycznej przyjmπ wartoúci:

czu≥oúÊ metody =
ca

a

+  = 100% x (41)/(41+8) = 83.7%

swoistoúÊ =
db

d

+ = 100% x (297)/(20+297) = 93.7%
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Indeks
A
2 x 2 patrz tabele liczebnoúci

patrz takøe test dok≥adny Fishera
patrz takøe test McNemara
patrz takøe test chi-kwadrat
patrz takøe test chi-kwadrat, poprawka Yatesa
patrz takøe wspÛ≥czynnik φ

algorytmy wyboru metody statystycznej 31
analiza

blokÛw zrandomizowanych patrz
analiza wariancji

czÍstoúci
rozk≥ad Poissona 53, 395
czÍstoúci wystπpienia choroby 170, 395,
403, 405

dyskryminacji patrz analiza funkcji
dyskryminacyjnej

funkcji dyskryminacyjnej 131, 133, 324
dyskryminacja grup 131, 326
klasyfikacja przypadkÛw 133
krokowa postÍpujπca 132, 332
krokowa wsteczna 132, 332
standardowy model 324, 332
wspÛ≥czynniki standaryzowane regresji
132, 326

za≥oøenia i ograniczenia 135
kontrastÛw wielokrotnych patrz test Scheffeíego
korelacji patrz korelacja
krokowa postÍpujπca patrz f. dyskryminacyjnej
krokowa wsteczna patrz f. dyskryminacyjnej
log-liniowa 136, 339

interakcje czynnikÛw 137, 340
dopasowanie modelu 137

proporcji patrz testy proporcji
regresji liniowej patrz regresja liniowa
reszt 112
stratyfikacyjna 168, 391
wariancji (ANOVA) 64, 203

hierarchiczna 69, 216
model zagnieødøony 69, 217
nieparametryczna patrz test Kruskala-Wallisa
czynniki powtarzanych pomiarÛw
(czynniki wewnπtrzobiektowe) 71

dwuczynnikowa 66, 68, 204
czynniki miÍdzygrupowe 71, 216
z nierÛwnπ liczbπ powtÛrzeÒ
w grupach 73, 212

z pojedynczymi pomiarami
w grupie (bez powtÛrzeÒ) 75, 221

z rÛwnπ liczbπ powtÛrzeÒ
w grupach 72, 204

interakcje 70, 208-223
jednoczynnikowa 65, 203

resztowa suma kwadratÛw 67
model I (ANOVA 1) 66, 230

model II (ANOVA 2) 66
model zrandomizowanych blokÛw

(ANOVA 3 bez powtÛrzeÒ) 76, 223
uk≥ady hierarchiczne patrz analiza wariancji
wieloczynnikowa, nieparametryczna patrz
test Friedmana

wariancji wieloparametrowa (MANOVA) 130
za≥oøenia i ograniczenia 67

wielu zmiennych zaleønych (MANOVA) 130, 131
zmiennych niezaleønych dyskretnych 119
zmiennych resztowych patrz reszt

analizy wielowymiarowe 130, 131, 324
ANOVA 1 patrz analiza wariancji, model I
ANOVA 2 patrz analiza wariancji, model II
ANOVA 3, bez powtÛrzeÒ patrz analiza wariancji
ANOVA patrz analiza wariancji

Kruskala-Wallisa patrz test Kruskala-Wallisa
nieparametryczna patrz test Kruskala-Wallisa

AR patrz ryzyko wzglÍdne przypisane

B
badania

diagnostyczne, predykcja wynikÛw 170, 389,
 401, 403, 405

dopasowania rozk≥adu patrz
test Kolmogorova-Smirnova

interwencyjne 22
kliniczne 20
kliniczne typu trial 22
kliniczno-kontrole 20, 21, 162
kohortowe 20
monitoringowe 21
podstawowe 19
populacyjne 20, 389
profilaktyczne 22
prospektywne 20, 163
przekrojowe 21
restrospektywne 20, 162
szczepionek 22, 169
typu case-control studies patrz kliniczno-kontrole
typu cohort studies patrz kohortowe
typu obserwacyjnego 21
wielooúrodkowe kliniczne 22
z podwÛjnπ úlepπ prÛbπ 22
z pojedynczπ úlepπ prÛbπ 22

biodostÍpnoúÊ 81
biozgodnoúÊ 81, 243
b≥πd

alfa patrz statystyczny I rodzaju
beta patrz statystyczny II rodzaju
czÍstoúci cechy 49
proporcji 49, 201
standardowy (SEM) 29, 186

precyzja okreúlania úredniej 29
statystyczny I rodzaju (alfa) 57
statystyczny II rodzaju (beta) 57
úredniokwadratowy 64, 67
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C
centralne twierdzenie graniczne 42
centroida 134, 326, 327
chi-kwadrat Pearsona patrz test chi2

chorobowoúÊ 159, 396, 401
okresowa 159
punktowa 159
skorygowana 398

czÍstoúÊ wystπpienia choroby patrz zapadalnoúÊ
czu≥oúÊ testu/metody 170, 400, 401, 403, 404
czynniki

losowe 66
miÍdzygrupowe 71
sta≥e 66
wewnπtrzobiektowe 71

D
dominacja patrz heterogennoúÊ rozk≥adu
dobroÊ dopasowania modelu 132, 137, 139, 336, 345
dok≥adnoúÊ rozpoznania 170, 403, 405
dopasowanie

rozk≥adu 337
sparowane 169
stratyfikacyjne 169

dystrybuanta 46, 185, 379

E
estymacja liczebnoúci prÛby 91, 259

istotnoúÊ rÛønic 94, 259, 262, 263
moc testu 92, 266
precyzja 96, 265

F
funkcja

dyskryminacyjna 131, 133, 326, 327
kanoniczna (f. dyskryminacyjna
ortogonalna (niezaleøna)) 133, 134, 326, 327

pierwiastki 133, 327
gÍstoúci prawdopodobieÒstwa rozk≥adu 36
klasyfikacyjna 134, 328

H
heterogennoúÊ rozk≥adu patrz

nierÛwnomiernoúÊ rozk≥adu
heteroscedastycznoúÊ 27, 80
hipoteza alternatywna 56
hipoteza zerowa 56
hipotezy badawcze, weryfikacja 56
homogennoúÊ rozk≥adu patrz
rÛwnomiernoúÊ rozk≥adu

homoscedastycznoúÊ 27, 80

I
iloraz szans (OR) 162, 163, 165, 337, 338, 343, 390

istotnoúÊ 164, 393
niezgodnych par 168, 390
przedzia≥ ufnoúci 165,393

istotnoúÊ
dyskryminacji patrz

analiza funkcji dyskryminacyjnej
korelacji patrz korelacja
rÛønic 94
statystyczna 54

J
jednokierunkowa ANOVA z powtarzanymi

pomiarami patrz analiza wariancji
jednorodnoúÊ wariancji 27, 80, 241

testy 80, 241
Bartletta 80, 242
F Snedecora 80, 241

K
kiedy uøyÊ danπ metodÍ, algorytmy 31-35
korelacja

brakujπce dane 107
czπstkowa 119, 278
czteropunktowa (czteropolowa) 152, 372
gamma 152
interpretacja wartoúci korelacji 105
grupy niejednorodne patrz
niejednorodnoúÊ wynikÛw

liniowa 102, 273, 368
istotnoúÊ korelacji 103, 274

macierz korelacji 107
niejednorodnoúÊ wynikÛw 106
nieliniowa (eta) 103, 276
obserwacje odstajπce 105
Pearsona patrz liniowa
Spearmana 151, 368
tau Kendalla 151, 369
wspÛ≥czynnik 102, 273

korelacje pozorne 108
krzywa ROC 171, 407, 410
kszta≥t i dopasowanie rozk≥adu patrz
rozk≥ad normalny

kurtoza 43
kwadraty ≥aciÒskie patrz analiza hierarchiczna
kwantyle 27
kwartyle 27

L
lambda Wilksa patrz wspÛ≥czynnik lambda Wilksa
liczba stopni swobody patrz stopnie swobody
liczebnoúci

brzegowe 121, 312
ca≥kowite 121, 312
kolumnowe 121, 312
wierszowe 121, 312

liczebnoúÊ
obserwowana 122, 309
oczekiwana 122, 310
prÛby 91, 92

estymacja 91, 259
warunkowa 121

logarytm wiarygodnoúci 336
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M
macierz korelacji patrz korelacja
MANOVA patrz
analiza wariancji wieloparametrowa

mediana 26, 175
metoda

Monte Carlo 42
najmniejszych kwadratÛw 102
najwiÍkszej wiarygodnoúci 335
Theila Ñniezupe≥naî 153, 371

metody
nieparametryczne 142, 350

nieparametryczne miary korelacji 150, 368
nieparametryczne porÛwnania rozk≥adÛw

w dwÛch lub wielu grupach 146, 387
nieparametryczne testy istotnoúci (rÛønic)

dwÛch prÛb 143, 350
wiÍcej niø dwÛch prÛb 146, 357
dwÛch zmiennych 147, 360

standaryzacyjne 161, 396
wielowymiarowe 131, 324

miary
po≥oøenia 25, 175
rozproszenia 27, 175
úmiertelnoúci 156
umieralnoúci 155, 394
zachorowalnoúci 155, 394

moc testu 57, 92
modalna 26, 176
model

krzyøowy patrz randomizacja,
model krzyøowy

Monte Carlo patrz metoda Monte Carlo

N
nieparametryczne

miary korelacji patrz
metody nieparametryczne

porÛwnania rozk≥adÛw w dwÛch lub wielu
grupach patrz metody nieparametryczne

testy istotnoúci (rÛønic) patrz
metody nieparametryczne

nierÛwnomiernoúÊ rozk≥adu 29
nierÛwnoúÊ wariancji patrz heteroscedastycznoúÊ
Ñniezupe≥naî metoda Theila patrz

metoda Theila Ñniezupe≥naî
norma 28
normalizacja rozk≥adu 97, 270
normalnoúÊ patrz rozk≥ad normalny

O
obserwacje

odstajπce 100, 298
sparowane 59, 125, 191

odchylenie standardowe 27, 175
odleg≥oúÊ Mahalanobisa 134, 325-327
OR patrz iloraz szans
osobo-lata naraøone na zachorowanie 158, 395

P
percentyle 27
pierwiastek (funkcji dyskryminacyjnej) patrz
funkcja kanoniczna

planowanie doúwiadczeÒ 15
p≥odnoúÊ 155
POAR patrz proporcjonalne ryzyko

przypisane w populacji
podwÛjna úlepa prÛba 22
pojedyncza úlepa prÛba 22
poprawka Bonferroniego 77
poprawka (na ciπg≥oúÊ) Yatesa 123, 310
populacja

docelowa 20
ogÛlna 20, 29, 42, 45, 91,108
standardowa 396, 397
ürÛd≥owa 20

porÛwnania
úrednich post-hoc patrz

porÛwnania wielokrotne
wielokrotne patrz testy istotnoúci,
porÛwnania wielokrotne

úrednich w wielu grupach patrz analiza wariancji
prawdopodobieÒstwo

a priori 133-135, 328
a posteriori 134, 328

predykcja
a priori 133
a posteriori 133
post hoc 133
dodatnia (wyniku dodatniego) 170, 401, 403, 405
ujemna (wyniku ujemnego) 170, 401, 403, 405
wyniku fa≥szywie ujemnego 400

precyzja okreúlania úredniej 29
probit 377
procedury nieparametryczne patrz
metody nieparametryczne

procent cechy patrz rozk≥ad dwumianowy
proporcja cechy patrz rozk≥ad dwumianowy
proporcje warunkowe patrz

metody standaryzacji oraz regresja logistyczna
proporcjonalne przypisane ryzyko wzglÍdne 164
przedzia≥ ufnoúci 45

dla úredniej 45, 186
dla ma≥ych prÛb 47
dla duøych prÛb 46

przewidywana wartoúÊ
dodatnia patrz predykcja wyniku dodatniego
ujemna patrz predykcja wyniku ujemnego

przewidywana
czÍstoúÊ choroby z predykcjπ dodatniπ 170, 401
wartoúÊ dodatnia 171, 401
wartoúÊ ujemna (wyniku ujemnego) 171, 401

punkt krytyczny 47, 377-399

Indeks
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R
R2 patrz wspÛ≥czynnik determinacji
rachunek prawdopodobieÒstwa 36
randomizacja

ograniczona 22
model krzyøowy 23
prÛby 22
zrÛwnowaøona 22

rangi wiπzane patrz testy nieparametryczne
redundancja patrz zmienne zbÍdne (redundantne)
regresja

liniowa 109-117, 280
porÛwnywanie rÛwnaÒ regresji 115, 286
b≥πd rzÍdnej zerowej 110
b≥πd wspÛ≥czynnika kierunkowego
prostej 110, 281

krokowa postÍpujπca 118
krokowa wsteczna 118
rzÍdna zerowa 109, 281
ÑwspÛlnyî (waøony) wspÛ≥czynnik a 114
ÑwspÛlnyî (waøony) wspÛ≥czynnik
kierunkowy (b) regresji 113

wspÛ≥czynnik kierunkowy prostej 110, 280
za≥oøenia i ograniczenia 112

logistyczna 138, 335
model probitowy 141
warunkowa 169

logit patrz logistyczna
nieparametryczna 153, 370
probit patrz logistyczna, model probitowy
wielokrotna 117, 284

krokowa postÍpujπca 118
krokowa wsteczna 118
ze zmiennymi dyskretnymi 119

relacje nieliniowe 103, 277
regu≥a addytywnoúci (dodawania) 36
regu≥a multiplikatywnoúci (mnoøenia) 36
relacje nieliniowe patrz regresja
rozk≥ad

asymetryczny 43
Bernoulliego 41

funkcja gÍstoúci rozk≥adu 41
chi-kwadrat (chi2) 38

funkcja gÍstoúci rozk≥adu 38
normalizacja 123, 311

dwumianowy 40, 48, 187
aproksymacja normalna 88
funkcja gÍstoúci rozk≥adu 40
liczba wystπpieÒ cechy 49
procent cechy 49
proporcja cechy 49

dwumodalny 45
F (Snedecora) 38

funkcja gÍstoúci rozk≥adu 38
leptokurtyczny 44
lewoskoúny 43
log-normalny 39

funkcja gÍstoúci rozk≥adu 39

losowy 382
mezokurtyczny 44
normalny 37, 41, 183

czÍstoúci skumulowane 378
normalny standaryzowany 43
funkcja gÍstoúci rozk≥adu 37
kszta≥t rozk≥adu 43
normalnoúÊ rozk≥adu 43, 92

platykurtyczny 45
Poissona 40, 51, 189

aproksymacja normalna 52, 161
funkcja gÍstoúci rozk≥adu 40

prawoskosny 43, 268, 270
t (Studenta) 37, 46

funkcja gÍstoúci rozk≥adu 37
Ñstudentyzowanyî zmiennoúci

niewyjaúnionej 100, 303
symetrycznoúÊ 97, 185
wyk≥adniczy 40, 277

funkcja gÍstoúci rozk≥adu 40
zdarzeÒ rzadkich patrz Poissona

rozk≥ady zmiennych 36
rÛwnomiernoúÊ rozk≥adu 29
rÛønice pomiÍdzy grupami niezaleønymi

patrz test t Studenta
rÛønice pomiÍdzy grupami zaleønymi patrz

test t sparowany
rÛønice w relacjach pomiÍdzy zmiennymi

w rÛønych grupach patrz
porÛwnywanie rÛwnaÒ regresji

RR patrz ryzyko wzglÍdne
ryzyko

wystπpienia choroby patrz zapadalnoúÊ
zapadalnoúci patrz zapadalnoúÊ
wzglÍdne 164, 390, 394

przypisane 164
proporcjonalne przypisane 164

rzÍdna zerowa patrz regresja, rzÍdna zerowa
rzÍdna zerowa, b≥πd patrz regresja,
b≥πd rzÍdnej zerowej

S
SE patrz b≥πd standardowy
SEM patrz b≥πd standardowy
skale pomiarowe 25
skoúnoúÊ 43
skutecznoúÊ szczepionki 168, 394
SND patrz rozk≥ad normalny standaryzowany
sparowanie pod wzglÍdem p≥ci i wieku 23
sparowany test t patrz test t sparowany
standaryzacja danych

bezpoúrednia 161, 396
poúrednia 161, 397

statystyka lambda Wilksa patrz
wspÛ≥czynnik lambda Wilksa

statystyki oparte na rangach patrz
metody nieparametryczne

statystyki opisowe 25, 27
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stopnie swobody 27
suma kwadratÛw

reszt 67, 110
rÛønic 64, 67

swoistoúÊ 170, 400, 401, 403, 404
szansa wyniku

fa≥szywie dodatniego 171, 401, 403, 405
fa≥szywie ujemnego 171, 401, 403, 405
wystπpienia choroby 166

å
úmiertelnoúÊ 156, 182
úrednia

arytmetyczna 25, 175
geometryczna 26, 175, 176
harmoniczna 26, 177
liczba zdarzeÒ 53, 189

w jednostce czasu 51, 53, 190
úrednie skorygowane, metody standaryzacyjne
161, 396

T
tabele

2 x 2 patrz czteropolowe
czteropolowe 122, 309
liczebnoúci 121, 319
wielodzielcze patrz wielopolowe
wielopolowe 124, 312

tablice 2 x c 124, 319
tablice r x c 124

zbiorcze 2 x 2 126
tablica czteropolowa 2 x 2 patrz tabele czteropolowe
test

Bartletta 80, 242
chi-kwadrat 121, 309-323

dane sparowane patrz test McNemara
dla trendu 128, 321
Mantela-Haenszela 127, 320, 396, 397

ograniczenia 127, 320
McNemara 126, 149, 317, 364, 390
niezgodnych par patrz McNemara
najwiÍkszej wiarygodnoúci 122, 342
Walda 336
zgodnoúci 376

Cochrana 150, 367
Cochrana-Mantela-Haenszela 167, 391
dok≥adny Fishera 124, 314
Dixona 100, 300
Dunnetta 80, 233
F patrz analiza wariancji
F Snedecora 80, 241
Friedmana 149, 366
gamma patrz korelacja gamma
Grubbsa 100, 304
kolejnoúci par Wilcoxona 148, 360
Kolmogorova-Smirnova 146, 384

dla danych dyskretnych 384
dla porÛwnania rozk≥adÛw 386, 387

Kruskala-Wallisa 146, 357

Leveneía 80
Mantela-Haenszela patrz test chi2

(U) Manna-Whitneya 144, 350
McNemara patrz test chi2 McNemara
mediany 147, 359
mediany dla dwÛch grup 145, 355
najmniejszych istotnych rÛønic (NIR) 79
Newmana-Keulsa 80, 232
nieparametryczne patrz metody nieparametryczne
niezaleønoúci chi2 patrz chi2

niezgodnych par patrz chi2 McNemara
normalny (z)

przedzia≥ ufnoúci 62
dla dwÛch prÛb 61, 62, 197
dla pojedynczej prÛby 61

obustronny patrz testy jednostronne i obustronne
par Wilcoxona patrz kolejnoúci par Wilcoxona
porÛwnaÒ wielu zmiennych Friedmana

patrz Friedmana
Q Cochrana patrz Cochrana
R Spearmana patrz korelacja Spearmana
rang Kruskala-Wallisa patrz Kruskala-Wallisa
rang U Manna-Whitneya patrz

(U) Manna-Whitneya
Scheffeíego 79, 236
sumy rang Wilcoxona 144, 353
t sparowany 59, 191
t Studenta

dane sparowane patrz t sparowany
dla prÛb niezaleønych 62, 197
dla pojedynczej prÛby 60, 195
przedzia≥ ufnoúci 62, 198

tau Kendalla patrz korelacja tau Kendalla
Tukeya 80, 228
U Manna-Whitneya-Wilcoxona patrz

sumy rang Wilcoxona
z patrz normalny
zgodnoúci chi2 patrz chi2

znakÛw 147, 362
test-t patrz t Studenta

dla prÛb niezaleønych patrz t Studenta,
dla prÛb niezaleønych

dla prÛb zaleønych patrz t Studenta,
dane sparowane

testowanie istotnoúci statystycznej patrz
istotnoúÊ statystyczna

testy
badania jednorodnoúci wariancji patrz
jednorodnoúÊ wariancji, testy

istotnoúci
dla pojedynczej prÛby 59, 191
dla porÛwnywania dwÛch prÛb 61, 197
dla proporcji 87, 198

przedzia≥ ufnoúci 88, 90, 202
test dla pojedynczej proporcji 87, 198
dla porÛwnania dwÛch proporcji 89, 201

do oceny biozgodnoúci (lekÛw) 81, 243
do oceny zgodnoúci dwÛch metod 84, 251

Indeks
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nieparametryczne 144-150, 350
rangi wiπzane 143, 353

porÛwnania wielokrotne 77, 79, 116, 228
jednorodnoúci wariancji patrz
jednorodnoúÊ wariancji, testy

jednostronne i obustronne 55
nieparametryczne patrz metody nieparametryczne
porÛwnaÒ wielokrotnych patrz

istotnoúci, porÛwnania wielokrotne
post-hoc patrz porÛwnania wielokrotne
proporcji patrz istotnoúci dla proporcji

Theila metoda Ñniezupe≥naì patrz
metoda Theila Ñniezupe≥naì

transformacja danych 97, 267
asymetria rozk≥adu 97
dane procentowe 97
nierÛwnoúÊ wariancji 97
proporcje 97
transformacja logarytmiczna 97, 267

U
umieralnoúÊ

chorobowa 155
niemowlπt 157

pÛüna 157
wczesna 157

noworodkÛw 157
ogÛlna 155
oko≥oporodowa 157
skorygowana 397
standaryzowana (SMR) 397
wzglÍdna 156
ze stratyfikacjπ 156

usuwanie brakÛw danych parami
i przypadkami 107

W
wariancja 27, 176

b≥Ídu (wewnπtrzgrupowa) 64, 204-221
efektu (zewnπtrzgrupowa) 64, 204-221
resztowa 76, 223, 226

wartoúÊ
krytyczna 47, 377
normalna 377
predykcyjna

wynikÛw dodatnich i ujemnych 170, 401
resztowa 111

weryfikacja hipotez 56
wieloczynnikowa analiza wariancji,
nieparametryczna patrz test Friedmana

wielokrotne tablice 2 x 2 patrz
test chi2 Mantela-Haenszela

wskaünik
Brillouina 29
Shannona-Wienera 28
úmiertelnoúci 156
umieralnoúci 155-156
urodzeÒ 155

wskaüniki rÛønorodnoúci 28

wspÛ≥czynnik
a, ÑwspÛlnyî (waøony) patrz regresja
czπstkowy lambda Wilksa 132, 325
determinacji 103, 281
φ Cramera 152, 153, 372, 373
Ivesa-Gibbonsa 153, 373
kierunkowy (b) regresji, ÑwspÛlnyî

(waøony) patrz regresja
kierunkowy prostej patrz regresja
korelacji patrz korelacja
lambda Wilksa 65, 132, 324, 325
Pearsona patrz zgodnoúci C
podobieÒstwa 83, 246, 251
powtarzalnoúci 86, 258
regresji patrz regresja, kierunkowy prostej
rÛønic 83, 246, 251
tolerancji 135, 325
Yuleía 153, 373
zgodnoúci C 152, 372
zmiennoúci 28, 176

wspÛ≥czynniki standaryzowane regresji patrz
analiza funkcji dyskryminacyjnej

wspÛ≥czynniki umieralnoúci patrz umieralnoúÊ
wykres ramkowy Ñpude≥ka z wπsamiì 45, 308

Z
zachorowalnoúÊ patrz zapadalnoúÊ
zaleønoúci

brzegowe 340
czπstkowe 340
nieliniowe patrz regresja nieliniowa

zapadalnoúÊ 158
czÍstoúÊ wystÍpowania 158, 166, 394
tempo 166

zmienna
dichotomiczna 140
objaúniajπca 108
niezaleøna 24
zaleøna 24

zmienne 24
ciπg≥e 24
dyskretne 24
grupujπce (kategoryzujπce) 324
ilorazowe 25
nadmiarowe 119
nominalne 25
ortogonalne 134
porzπdkowe 25
przedzia≥owe 25
skategoryzowane 324
towarzyszπce o charakterze sta≥ym i zmiennym 119
uwik≥ane (wspÛ≥towarzyszπce) 92, 126
zbÍdne (redundantne) 119, 135

zmiennoúÊ
miÍdzygrupowa 61, 204-236
niewyjaúniona 64, 281
po≥πczona 113, 296
wewnπtrzgrupowa 61, 204-236
wyjaúniona 64, 281
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